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«Показано, що деякі з одержаних ЄС. Н. Берніштейном результатів з

конструктивної теорії функцій при виконанні певних умов мають місце для

рівномірної поліноміальної апроксимації функцій, аналітичних у скінченому числі

континуумів, що не перетинаються. На основі одержаних результатів для певного

класу аналітичних функцій обчислено асимптотичні значення деяких п-поперечників.

‚Для решения различных задач теории приближения в комплексной
плоскости’ С используют полиномы, ‘ дробно-рациональные функции,
комплексные и аналитические сплайны[11; 6; 14; 1; 4]. В частности, хорошо

известно, какую роль играют полиномы'`Фабера‘в конструктивной теории
функций комплексного’ переменного [3;11; 12] и в решении экстремальных
задач теории аппроксимации в_-С |2; 10; 15). Для решения задач теории
полиномиального приближения на континуумах, состоящих из нескольких
изолированных частей, Дж. Уолш определенным образомобобщил понятие
многочленов Фабера [17; 19]. Дальнейшие исследования в этом направлении
были проведеныИ.Я. Киселевым[7; 8], перенесшим при помощи многочленов
Фабера-Уолша ряд результатов |С. Я. Альнера на множества указанного. вида.
Данная статья продолжает названную тематику и посвященараспространению
некоторых классических результатов, таких как теоремыС. 'Н. Бернштейна-
Уолша (12,с. 78 - 84) на рассматриваемый случай.

Пусть в расширенной комплексной плоскости Сзадано замкнутое
подмножество М, состоящее из нескольких изолированных подмножеств, а
именно- из т непересекающихся‘ между собой‘ континуумов M)j,..., Mm,
каждый из которых ограничен, не разбивает плоскость и содержит более одной
точки. Дополнение О множества М в С является т-связной областью, которая
содержит бесконечно удаленную точку. Пусть Б,..., Би - отличные друг от

друга произвольныеконечные точки в комплексной плоскости У, а \,,....Ут

положительные числа, такие, что Ум = 1. Имея в виду главное значение,
j=l

запишем функцию H(w)=Псb,)"! . В ПО) Дж. Уолш показал, что,

используяб, би‚ можно составить такую бесконечную последовательность
 

чисел {Вhy<м› Каждое из которых равно одному из чисел Ъ; (} = 1, т), что на
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произвольном замкнутом ограниченном множестве © плоскости У, не

содержащем точекЪ;(} = 1,2), при любом Ке М,имеет место неравенство

Ну (м)

H*(w)
k |

где сти с2 — абсолютные константы, Н; = [](и-Ві)- Из [118] следует, что
jel

существует функция \\ = Ф(2), отображающая конформно и однолистно область

0<c< <<, (1)

  

df.
І) на область Q={we W: IH(w)| >1} при выполнении условий Ф(о) = ® и

Ф®>0. Также существует обратная ей функция 7 = Ч(\). Через ув (В>1)

обозначим линию в плоскости У, на которой [H(w) =К, а через Гь обозначим

df.
ее образ в плоскости С при отображении2 = $(\,). В случае В = 1 кривая Г=Г,

является границей ОМ множества М. Под Св понимаем внутренность линииГь,

а под Пв - общую часть внешностей всех замкнутых кривых, составляющих
Tr. : :

Обозначим через Е(Її, M) наилучшее приближение аналитической на
континууме М функции f ‘алгебраическими полиномами комплексного
переменного 2 степени, не ‘превосходящей п-1і в пространетве CM);

=[м = supі(сх М}.

Как ив [8],всюду далее полагаем,что‘отображение,в= ЧСм).имеет на

линии у). непрерывную. и отличную.от нуля первую. производную. (мі). и:

ограниченную вторую“производную”О/)Тогда для отображающей

функции Ом) вівелолияется условиепа с.308] `

J wt)
larencafesMove а

 

где сз - КОНСТанта.. Вышесказанное означает, что все континуумы м.aта),

ограниченыдостаточно гладкими кривыми oM,.

Имеют место следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть отличная от алгебраического полинома функция f

является аналитической на континууме М, имеющем ‘границу,
удовлетворяющую условию (2). Тогда существует бесконечная
последовательность натуральных чисел п! < п2 <... <п;<..., для которой

Е,(М),(8 бе, 9
где ат) (т є 2,) - козффициентьразложения функции в ряд Фабера-Уолша,

а символ «><» означает отношение слабой эквивалентности.
Теорема 2. Пусть континуум М имеет гладкую границу,

удовлетворяющую условию (2), и функция [ являясь аналитической на
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множестве Сів, (Во 21), перестаєт бьшть такой на множестве С при

любом К>Ко. Тогда справедливо предельное равенство

а,(М) =— (4)
. п—><

Перейдем к доказательству  порнулированнн теорем.
Доказательство теоремы1. Будучи аналитической на континууме М,

функция Ё является аналитической в некоторой области С, где р>1. При этом

она разлагается в ряд Фабера-Уолша

f(z) =Уа) (ze M), (5)
где

_1 Нк(Фе) .1 ГНО
Ui= 551 J eonOm;о (9)

есть многочлены Фабера-Уолша,а

==Па т
ур Нм(9

- козффициентьуказанного разложения. Поскольку дальнейшие рассуждения
касаются непосредственно аппроксимации функции на континууме М с
достаточно гладкой границей Г = ОМ,то в силу [12, с.308] в интегралах(6) и (7)

вместо Гь и у› можно поставить соответственно ОМ и 7;, что мыи сделаем

ниже.
Многочлены Фабера-Уолша являются ограниченнымив совокупности для

рассматриваемыхв даннойстатье областей.
Используя (5) иопределение наилучшего равномерного полиномиального

приближения, запишем оценку сверху
n-l со оо

ВАМ) є ріХак(Ок <LardsesZia)
Поскольку ряд (5) сходится равномерно на линии Г, [12], где 1<г<р —
произвольное фиксированное число, то очевидно, что при К-озоо для
произвольного 2е Г, имеем

    

акФО(2 -» 0. (9)
Известно[12, с.307], что

сНк(Ф(2)) < |6(2)< «Нк (Ф(2)) (УзеГ,), (10)
где К — произвольное натуральное число,а сз и сз — константы,не зависящие от
;иК.. Используя (1) и левую часть неравенства(10), получим

Поу Св ге(НКФа)з сг, (11)
df. df. k

где Су 2 СіСе. Йз (9) и (11) следуєт, что при К-зсо A, ау (Е) r—>0.
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Далее нам понадобится один факт, приведенный в [9, с.40]: если
Аль. . „№... - произвольная последовательность положительных чисели Пт (Ху:

К—}=0, то существует бесконечно много номеров п, для которых Ж,
превосходит все следующиеза ним члены Лин, Ан+2, Аляз».... На основании этого
заключаем, что существует бесконечная подпоследовательность индексов

п1<102<...<й;<... такая, что

 

 

  

 

  

аа(Ре >,и"
для любых т и ] из М. Orerona имеем

An; em(f)
арт. (12)
ан; (©)

Тогда для произвольного числа п;(] Е М) на основании(8) и (12) получим

с df.

E,;(f:M) S$ C4iaq, (f) Уг" зса а,(©) а =c,r/(r =) ; (13)
m=0

Пусть Р.(2) - произвольньй алгебрайческий многочлен комплексного
переменного 7, имеющий степень, не превосходящую п-|!. Для него
справедливо разложениевида(5) в ряд по многочленам Фабера-Уолша,то єсть

Р.(2є Tal,JU, (Z).

В этой формуле всео коэффициенты разложення вы(Р.)=0 при Кап.

  

Поскольку:
..=afOa

Hy)

то очевидно, что

а(=Liou-РACO)it

ani У и Haat) 7

. о | df. df.
Используя (1), отсюда получим la, (Е) 5 calf - Р, THe Cg =], /(2nc,), | = (у, )

— длина кривой у,. В силу определениявеличины Е„(ЁМ) и произвольности

выбора полиномаР„(2), отсюда имеем оценку снизу

а, (Е) є соб, (Є, М). (14)
Сопоставив неравенства (13) и (14), получим соотношение (3). Теорема1

доказана.
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 1 и при некотором

В, є (1,К) числовая последовательность ак (РRK}ew начиная с некоторого

По ЕМ является невозрастающей и стремящейся к нулю. Тогда для любого

натурального числа п 2 No

Е, (Ё,М) >в, (Е)
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Действительно, для любых },Ке М, где К2п, имеем

laceФі «i

а(Р) Rj

Используя (8), отсюда получим

> 1 oR
Е (Е,М) < с. а, (Е), — =— аа (РОЇ.‚(М зе,твы

Из этого неравенства и (14) следует требуемое соотношение

E, (f,M) ><|a, (f)}

Доказательство теоремы2. Поскольку [12, с.307]

— 1
та (8) є---, 15)лом |

 

то для произвольного є є (01-1/Во) существуєт КосКо(є), такое, что для

любого натурального числа К 2 К, справедливо неравенство

(нн)
Ro

Используя (8), отсюда получим для всех п>Ку

. n - - т М | a

1 < [1 ГПО 1
Е, (Ё,М) <с.| — += +8 |.
nt ieЦя - І--УкогЄ ‘|

Следовательно,

| aЕуеve
how

В силу произвольного выбора= отсюда-имеем

lim¥E,(f.M)<—. 2 аб
n—-oo Ro 7 te

Из (14) получим | So a ПО

Hime.) fimVEnM).о (17)

Требуемое предельное равенство (4) следует из соотношений .(15) — (17).

Теорема2 доказана.
Пусть А(М) — пространство аналитических накомпакте М функций fe

равномерной нормой lel, a AS — класс функций Ге А(М), допускающих

аналитическое продолжение в область О, содержащую М,и удовлетворяющих

условию зир{Е(2) :2Е Qh 1. Воспользуемся полученными выше результатами

для нахождения сильной асимптотики некоторых п-поперечников класса

Аск- Для этого напомним необходимые понятия и определения

применительно к рассматриваемому случаю.
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Пусть В - единичный шар в А(М); К — выпуклое центрально-

симметричное подмножество из А(М); І, с А(М)  -  п-мерноє

подпространство; І" с А(М)  -  подпространство  коразмерности п;

AY :A(M)>L, — непрерывный оператор линейного проектирования;

Л: А(М) > Г, - линейный непрерывныйоператор.

Величины

9, (К, A(M))= — sup inf |f-‘ol,
a) тек ФЕЇ

6, (K,A(M)) = inf           
Lacink A:A(M)>Ly

d"(K,A(M))=_inf sup |
ПсА(М) гекПіІ?

T1,(K,A(M)) =_ inf inf —sup lr - AYE,
IncA(M) At:aA(M)oL,  feK

b,(K,A(M))= sup зиріє» 0:ЄВПІ,СК)
ІТСА(М)

называют соответственно колмогоровским, линейным, гельфандовским,

проекционным И бернштейновским п-поперечниками. Между этими

характеристиками имеют место следующие неравенства[13], 16):

ок,А(М)) < 4,(К,А(М)) 5 «К,A(M)) s5 Пак,A()), (18)

    

(К,АМ)<«ФК,А) <<8(К,А(М)). (19)
Приведем краткие сведения из истории рассматриваемого вопроса. В

случае невырожденного континуума-М, имеющего односвязное дополнение и

расположенного в ограниченной "односвязной области ©, В. Д. Ерохин

исследовал аппроксимативные характеристики класса. AS [6], При помощи

соответствующего обобщения полиномов Фабера им было получено следующее
равенство

Jim“ala, (Ag.AQ) оз,

где В есть конформньй модуль двусвязной біотитом [5, с.209]. Переход от

односвязного случая к конечносвязному был сделан В. М. Тихомировым и

А. Л. Левиным в приложениик [6,с.119 - 131). В нем получена формула

Jim 2/4, (A™,A(M)) = exp(-1/1)

(т =(©, М) — некоторая константа) для ситуации, когда О есть область
комплексной плоскости, граница которой состоит из конечного числа
замкнутых аналитических жордановых кривых без вырожденных точек, а
компакт М есть объединение конечного числа лежащих в О кривых,
удовлетворяющих ряду требований. Дальнейшие результаты, в той или иной

мере касающиеся этого направления, изложеныв [14, с.217 — 218].
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Теорема3. Пусть континуум Мсостоитиз т непересекающихся между
собой континуумов МЬ,...,Ми и имеет гладкую границу, для которой выполнено
условие (2); ри(.) есть любой из п-поперечников, перечисленных выше. Тогда

И м!
fim PalAca, ACM)= = , | (20)

0

Доказательство. Для произвольной функции fА 7 запишем

разложениє в ряд Фабера-Уолша (5). В силу определения проекционногоп-
поперечника,(8),(18), (19) и теоремь2 получим

та зІри (АМ, ,A(M)) < шп,АМ) <
пою 0 no Ro
 

   

що п-1 |
< lim sup ее Уах(ФД ОЇ <= 1 (21)
noo Ам k=0 Ro

GRo

С другой стороны рассмотрим множество В;„-+1, состоящее из полиномов

Используя (1) и
 Pin) =Laтні) Ux (2), для которых [ро 51

интегральное представление (7) для коэффициентов полинома Р,па» ГДе вместо

‘кривой Ур интегрирование произволитояпо кривойувимеєм |

faenv «со (каб0,n)..

Тогда в силу (10) и (1) дляя любого полиномаР1 ЕВ,.| запишем

sup IP,ni (Z)| SZe зар,6)си: Ro, М
zeGRo zeGPRO.

df. о

где Cig =CCgRy (Ry —1). Следовательно, шар є,“Bayягде 5, оКо»

принадлежит классу Абко

Из определения бернштейновского n-поперечника и а 8)- (19) имеем

lim ofp, (Ae, »A(M)) Е ШАНАМ (22)
0

Сопоставив (21) и (22) получим соотношение (20), чем и завершим

доказательство теоремы3.

В качестве замечания отметим, что из доказательства леммы2 из [6,

с.129] и (20) следует предельное равенство `
M

. Н(Асво ) 1

є-зд 2
In 2 6

з

где Н.(Абв. ) обозначает =-энтропию компакта Абв.

47



10.

11

12,
13.
14.

AS,

16.
17.

18.

19.

Библиографические ссылки

Вакарчук М. Б. О связи между комплексной сплайн-аппроксимацией и
непрерывной дифференцируемостью функций на кривой // Известия вузов.
Математика. — 1998. — № 5 (432).-С.3-5.

ВакарчукС.Б. О поперечниках некоторыхклассов аналитических функций// Укр.
матем. журн.- 1992. — 44, №3.- С.324 333.
Вакарчук С. Б. О наилучшем приближении в среднем и сверхсходимости
последовательности полиномов наилучшего приближения // Укр. матем. журн. —
2000.- 52. - №1.-С. 35-45. a
Вакарчук С. Б. Аналитические сплайны и поперечники функциональных классов

/С. Б. Вакарчук,В. И.Забутная // Теория приближенияи задачи вычислительной

математики: Тезисы докладов междунар. Конф., посвященной 75-летию
госуниверситета, Днепропетровск,26 - 28 мая 1993 г. - Д., 1993. - С.37.
Голузин Г. М. Геометрическая теория функций комплексного переменного. — М.,
1966. — 628с.

‚ Ерохин В. Д. О наилучшей линейной аппроксимации функций, аналитически
продолжимыхс данного континуума в данную область // Успехи математических
наук. — 1968. —23, №1.—С.91 132.
Киселев Н. Я. О приближении аналитических функций полиномами Фабера-
Уолша// Укр. матем. журн.- 1963.-- 15, Ме 2, - С. 193.- 199.
Киселев П. Я. Некоторые вопросы аппроксимации аналитических функций в
конечном числе областей // Исследования по современным проблемам
конструктивнойтеории функций.- Баку, 1965. - С. 326 - 332.
Полиа Г. Задачи и теоремыиз‘анализа. В 2-х томах. Том L/P, Toma, Г. Сеге. —
М., 1956. - 396 с.
РоманюкВ. С. Колмогоровские поперечники классов функций, аналитических в
ограниченных областях комплексной плоскости // Ряды Фурье: теория и
приложения. Сб.науч.тр. - К., 1992. - С. 119 - 126.

«Смирнов В. Й. Конструктивная теория функций комплексного ‚переменного Hf

В. И. Смирнов,Н.А. Лебедев. — М., Л., 1964. — 438 с.

СуетинП.К. Рядыпо многочленам Фабера. — М., 1984.—~336 о
ТихомировВ. М. Некоторые вопросытеории приближений. - М., 1976. ~304 с.
Тихомиров В. М. Теория приближений // Итоги‘ науки и техники. ВИНИТИ.
Современные проблемы математики. Фундаментальные направления.— M., 1987, —

T. 14.—C.103 - 260.

@®apkos FO. A. O npoexrope @a6epa // Применение функционального анализа в
теории приближений.- Сб. науч.тр. — Калинин,1985.- С.112 - 118.
Pincus A. n-Widths in Approximation Theory. ~ Berlin, 1985. ~ 292p.
Walsh J. L. Sur l’approximation par fonctions rationelles et par fonctions holomorphes
bornees // Ann. di Math. Pura ed Applicata. — 1955. — 39, — P.267 — 277.
Walsh J. L. On the conformal mapping of multiplay connected regions // Trans. Amer.
Math. Soc. — 1956. - 82, Ne 1, — P.128 — 146.
Walsh J. L. A generalization of Faber’s polynomials // Matem. Ann. — 1958. — 136, Ne 1.
-Р.23 - 33.

Надійшла до редколегії31.10.07.

48


