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МЕТОД МОМЕНТОВ В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

НЕЛИНЕЙНЫМИ МОДЕЛЯМИ ЛОГИСТИЧЕСКОГО ТИПА

Досліджено проблему оптимального керування двома нелінійними моделями ма-

тематичної екології: логістичної моделі та моделі розвитку у ворожому середовищі.

Розглянуто чотири постановки задачі оптимального керування, розглянуто два кри-

терії якості (квадратичний та лінійний). Рішення отримано або аналітично, або чисе-

льно, методом послідовних наближень.

1. Постановка проблемыи ее актуальность. Обзор состояния проблемы.

Проблема оптимального управления нелинейными дифференциальными системами

является актуальной и недостаточно изученной. Классические подходы, такие как

использование принципа максимума Л.С.Понтрягина[10] или динамического про-

граммирования Р.Беллмана [3] дают возможность решения лишь ограниченного

множества задач. Это же справедливо и для метода моментов Н.Н.Красовского [8],

который позволяет удобно получать оптимальные управления для линейных систем

с квадратичным критерием качества. Для существенно нелинейных систем на осно-

ве названных методик разрабатываются приближенные методы, позволяющие най-

ти, как правило, квазиоптимальные: рещения. Используются либо приближенные

формулы, либо ‘ищутся стационарные решения, как предельныезначения итераци-

онных процессов: [14, 16]. к:

‚ Вопросам построения приближенных ррешений нелинейных задач управления

посвящена обширная литература. Назовем, например, монографии [1,2,14]. Доста-

точномного публикаций посвящены такжеприменению методовтеории оптималь-

ного управления K решению экологическихпроблем [6,7,9,11,12,15]. В-то же ‘время

спектрпроблематикинастолько широк, что для сколь-нибудьіполного’ ееохвата по-

требуется еще немало усилий специалистов соответствующего профиля. В частно-

сти, не решены вопросы, связанные с определением оптимальных управленийс ли-

нейным и квадратичным критерием качества для одномерных нелинейных моделей

математической экологии. Настоящаяработавівносит определенныйвклад в решение

этой математической проблемы. -

Кроме теоретического значения, полученные результаты могут найти примене-

ние и в практической природоохранной деятельности. Вопрос о применении фор-

мальных математических методовв экологических исследованиях, для повышения их

эффективности,давно стоит остро [5,23]. Это особенно справедливо для условий

экологически неустойчивых местообитаний, подверженных техногенному прессу,

как это имеет место в условиях степного Приднепровья [13]. Математические мето-

дыоптимального управления могут найти применение, например, при планировании
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работ по лесной рекультивации [20] или оптимизации использования пестицидов[18].

В статье будут рассмотрены методы оптимального управлениями одномер-

ными нелинейными моделями математической экологии, которые могут использо-

ваться для описания динамических процессов в биогеоценозах — логистическая

модель [22] и модель развития во враждебной среде [19]. Хотя, естественно, они

дают лишь схематичное описание динамики экосистем, все же интегральный учет

динамики системы может существенно дополнить традиционные методы, базирую-

щихся на статической оценке текущего состояния биогеоценоза.

2. Базовые определения и ностановка задачи. В качестве простейшей моде-

ли управления экосистемой рассматривается логистическая модель [22]. Принимается

вполне реалистичное предположение, что коэффициент роста увеличивается при уве-

личении и(й) — интенсивности работ по улучшению экологических условий («функции

ухода»), и его значение при и—>о0стремится к ограниченной величине 7>0,характери-

зующей максимальные репродуктивные возможности экосистемы. Простейшей

функцией, качественно описывающейтакое поведение, является гипербола:

dt \ очи

Емкость средысоставляет (5-+и). Когда параметр 120 , биогеоценоз может сущест-

вовать и без уходаза ним (без рекультивационных работ). Для модели (1) можно

говорить о том, что происходит управлениеза счет изменения емкость среды. Будем

рассматривать модель на промежутке времени № Т| и дополним начальнымусловием:

‚. Числовая характеристика:ха):зкосистемьв данной модели предетавляєт со-

бой. некоторую количественную.характеристику.его. состояния. в ходерекультива-

ции. Например, это может быть величинабиомассыиликоличество достигших. зре-

лости древесных растений на.единицуплощади... а. oo oo

Поскольку процесс рекультивации является, по. сути, эколого-экономическим

процессом, его модельдолжнаотражать как экологические параметры[4], так и эко-

номические затраты на проведение рекультивации,т.е. критерий качества.управле-

ния должен оценивать материальные затраты на рекультивацию. Например, может

использоваться квадратичныйкритерий общего вида | ти

Ішу, х) - J(сьмчсьиа— (3)

число квадратичный функционал, при использовании которого говорят о задаче “

минимальной энергией”:

T

и= fu?ae. (4)
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или же линейный функционал
т

=[оби. (5)
б

Здесь а) - положительнье функции, задающиє стоимость управления в момент /.

Основным требованием к динамике системы является достижение к моменту

времениТнекоторого заданного уровня:

x(T)=xr. (6)

Более общим является множество требований к параметрам БГЦ не только в ко-

нечный момент времени,но и в некоторые промежуточные моменты:

x(t, =x, t,<T, i=ln-1. | (7)

Приведем четыре основные постановки задач об оптимизации процесса рекуль-

тивации:

А. Задача о минимизации затрат. Требуется минимизировать затраты Ди,у]

при выполнении условий (2), (6), (7).

Б. Задача о быстродействии. Необходимо минимизировать время (1-1) дос-

тижениясостояния (6). На затратынакладывается ограничение вида ~~

Пи< М>, з
где М? - заданная величина. с. at

В. Задача на эффективность. Рассматривается лишь для одномерных моделей.

Требуется. обеспечить: максимально ‘возможное значение ХТ) фазовой координаты к

заданному моменту времени 7,не выходя за границысредств (8) на рекультивацию,.

‚Г. Определение критическихзначений показателейБГЦ. Рассматриваетсядля

одномерных моделей. Требуется рассчитать минимально возможное начальное зна-
чение х(1), при котором возможно, невыходя за границы имеющихся средств (ус-

ловие(8)), достичь заданногоуровня хг к заданному моментувремени7.

3. Управление логистическоймоделью. При постановке задачи оптимального

управления об увеличении фазовой координатыс величины (2) до величины(6) мо-

жет использоваться критерии качества (4) или (5). Рассмотрим случай модели (1),

когда и = 0. Изобразим графически зависимость коэффициента а от величиныи =

и/х, задающей величину доступных ресурсов на единицу биомассыэкосистемы. Для

модели (1) эта зависимость имеет качественныйвид, изображенныйнарис.1.

Нолучим другой, более удобный для решения задач вид модели процесса ре-

культивации,близкий (1). Оценив границыизменения биомассы БГЦ [хьх2] и эколо-

гической емкости [и,и2], на конечном промежутке [ил=иих› ‚ итихх| (см. рис. 1)

функцию а(\*) можно аппроксимировать логарифмической функцией2-у», где 2 -

положительная константа. Хотя логарифм не обладает асимптотическими свойствами

исходной функции,при не очень больших2 качественное соответствие имеет место.

157



 

 

о = = з

   І

Рис. 1. Зависимость коэффициента роста экосистемы интенсивности работ по
улучшению экологических условий на единицу биомассыэкосистемы.

Уравнение(1) приобретает вид:

ах
-—=2(Inu—-Inx)x 9a ) 9)

Величина2через. параметры исходной модели (1) может быть получена путем ми-

нимизации среднеквадратического отклонения функции 2у/ от функции 7(1-1/w)

на промежутке [\/,\2]:

In’ w, — In? w, + 2w,(Inw, -1)— 2w,(In w, ~ 1)
2w,(In?Wy—2Inw, +2)}- 2w, (In?т2+2)
 (10)

- В свою› очередь, приблизим-первьшй член в правой части модели (9) на проме-

жутке |и,, и)функциєй ри~ 1),їде р- положительный` коэффициент."Связь ме-

жду коэффициентами ри? также устанавливаем путем минимизации среднеквадра-

тического уклонения.напромежутке Тииз:

2фраі-2)-ain, —1)|- upfiaи2ни—12)
 и

РОЗ u,[3u, —8.]u, 9)им,м+9] ОВ

При сделанных предположениях модель процесса примет вид

ах
м = [2 - 1- zin хЇх (12)

Отметим, что как величиныг и \ в модели (1), так и величиныр 2 в модели (12)

могут зависеть от времени і.

Оценивая затраты на управление функционалом (5), рассмотрим для моделей

(1), (12) задачи управления А-Г . Введем в рассмотрение новую переменную

y(t) =In x(t) и новую управляющую функцию

U(t)= Jat). (13)
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`Тогда уравнение (12) перепишется в виде

А olyfou)рід (14)

а целевой функционал примет обычный квадратичныйвид (4)

Выпишем решение задачи (14), (2):

y(t)=E“GinnПоро HO)=eЇмамо) (15)
Ae

Подставив (15) в ограничения (7), получим линейные ограничения на управление

О®. Используя стандартную процедуру метода моментов[8], получаем решениезадачи.

В случае, когда п = 1, оптимальное управление имеет вид

обрВО=.вт)-тх+укоемjeWE)Е] а

Значение целевого функционала(4) на оптимальном управлении в этом случае равно

Г«вчInx, +fete] (AOEOso)

 

(9)
Вернувшиськ старым переменным,из (16) получим решениезадачи А.

В.соответствии со стандартной!‘методикой [8] величину:Т в задаче Б (задаче о

быстродействии) определяем изусловия /*=М2?, т.е. из уравнения

а(6)
которое можетбить решено одним из численныхметодов. Оптимальное.управление

определяется затем из (16)..:

При рассмотрениизадачи В. воспользуемся неравенством

Inx, >E7(iхоТабу

mwгр*(в)Е(6) ав=«жан+fetepton|. _

fo

которое отражает тот факт, что значение хг, полученное в результате решения задачи

управления, должно быть больше, чем значение х(Т), достигаемое при отсутствии

управления. В силу этого неравенства величина /” монотонно возрастает при увеличе-

нии хг . Следовательно, максимальное значение хг достигается при максимально воз-

`можном значении М? величиныГ. Из (16) получаем максимальное значение № хг, по

‘которому можем определить максимальное х1:

ху еВко- fE@)p(@)a0 - імо)
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Аналогично решается задача Г. Минимально возможное значение начальной био-

массы БГЦ определяется формулой:

Inx, =Inx,E(T)+ fel)n(oy0- aeeeeeeBag.

Оптимальное управление после определения хг или ху находимиз (16).

Таким образом, решение задач А,В, Г для модели (12) удается получить в

аналитическом виде, а решение задачи Б сводится к решению трансцендентного

уравнения, к которому, как обычно, применяем комбинированный метод Ньютона-

Канторовича [17]. .

В отличие от (12), уравнение(1) является существенно нелинейным. Рассмот-

рим численное решение задачи А для этого уравнения методом пошаговой линеари-

зации [16]. Заменойуправляющей функции (13) приведем целевой функционал (5) к

квадратичному виду (4) и перепишем уравнение(1) в новых переменных

 _(x -2002 ат
at U*(t)

Задавшись начальным приближением LR), (б) к решению задачи,линеа-

ризуем правую часть уравнения (17) для каждого { в окрестности {х®(0, и(в}:

Ари
Решение линейной задачи (18), (2), (6), (7), (4). производится методом сведе-

ния к проблемемоментов; Затем уравнение (15) линеаризуется в окрестности полу-

ченного решения охо, uO} и т.д. Для ускорения сходимости применялась мо-

- дификацияобобщенного методасекущих |21,24). ° 2.

Предложенными методами был просчитан ряд тестовых. примеров. "Был:вы-

брав периодически изменяющийся ‘коэффициент роста; имитирующий: сезонные

изменения скорости роста экосистемы:

 

(о =6+ знзаг) (19)

Функции2(1ир(1) в модели (12), пропорциональные функциироста(19), определя-

лись из (10), (11). Интервалы для аппроксимации функций были выбраны следую-

щими: хе[10;20], ие [0,2; 20]. |
Для обеих моделей была решена задача А. Ставилась задача о переводе системыиз

состояния хо=10, =0 в состояние х7=20, Т=1. Полагалось, что стоимость работ по уходу

за экосистемойне изменяется с течением времени: о{ф=1.

На рис. 2 изображено решение задачи оптимального управления для модели(1)

(линия 1) и модели (12) (линия 2). Имеет место экспоненциальныйрост затрат на уход
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по мере роста экосистемы, однако при достижении определенного уровня может быть

рекомендовано определенное снижение интенсивности ухода, что связано с первую

очередь с учетом годовой цикличности экологических условий.в формуле(19).
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Рис. 2. Оптимальное управление. Рис.3. Динамика экосистемыпри опти-

Задача А для модели (1) (линия 1) мальной интенсивности ухода в модели
и модели (12) (линия 2). {1} (линия 1) и модели(12) (линия 2).

На рис. 3 показана динамика биомассыдля задач с такой же постановкой, но

дополненной`дополнительным условием типа(7): х(0,5)=16. Низкий уровень затрат

на уход за экосистемой в начале процесса приводит к медленному темпу ее разви-

тия (или даже частичному его: регрессу) на этом этапе. Затем происходит быстрый

рост биомассы БГЦ, возможно, даже с некоторым превышением требуемой:величи-

ны(такжев силуучета сезонных‘колебанийпродуктивности).

Исходной модели (1) соответствуют более равномерныережимырекультива-

ционных работ, чем ее линейномуаналогу (12). В целом же для моделей с согласо-

ванными в указанном смысле коэффициентами решения задач управления оказались

близкими;что подтверждает корректность предлагаемой методики линеаризации.

4. Управление моделью развития во враждебной среде. Воспользуемся для описания

процесса рекультивации моделью развития во враждебнойсреде[19]: `

2 :

ко х об
at К-С

В отличие от логистической модели, которая имеет одно устойчивое (равное

К) и одно неустойчивое (нулевое) положение равновесия, модель(20) имеет два ус-

тойчивых‚(К и нулевое) иодно неустойчивое (С) положения равновесия.То, в какое

из устойчивых положений. равновесия приходит экосистема, зависит`отее началь-

ной биомассых. Если это значение меньше С, то биомасса будет стремиться к ну-

лю, если больше:-- точкой притяжения окажется К. При С=0 динамика уравнения

(20) сходна с динамикой обычного логистического уравнения.
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Уравнение(20) описывает ситуацию, когда при малой биомассе экосистема не

может существовать и для успешного развития ей нужно достичь некоторогокри-

тического уровня, задаваемого параметром С. В качестве «враждебной среды» вы-

ступают неблагоприятные абиотические условия.

Рассмотрим вначале задачу об управлении системой не путем ухода, а за счет

привнесения в нее дополнительной биомассы (например, путем лесонасаждений).

На основе модели(20) записываем: |

2

ес)ро | (21)

at К-С

Здесь,как и в случае логистической модели, естественно принять 7>0.

При у-=0 среди трех положений равновесия уравнения (20)ни одиннеравен ну-

лю, что затрудняет их поиск (необходимо решать кубическое уравнение). Естественно,

при малых в (21) наблюдается тот же эффект «переключения». Применение к модели

(21) метода пошаговой линеаризации дает формулу:

4 _ыы)эн‚ (22)«КО 2 2 2
re A = 4r/(K-CY. B упрощенном виде уравнение(22) можно переписать:

Ж. к] -x+v(t)

at A ID о

   

Применяя этот подход. и используя дляускорения сходимости модификацию ‘0боб-

шенного метода секущих[24],решим задачу (21), (2), (6), в) со значениями параметров:

t= 0; T= 5;те1; K=10;C= 2;

“Ha рис. 4, 5приведенырезультаты расчетов для трех различных‹ требований к био.

массе экосистемыв конечный момент времени (1—хт = 2; 2-хг= 6;3—х'= 10).
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Рис. 4. Оптимальное управление для Рис.5. Динамика фазовых координат
модели (21) при различных требований для модели (21) при различныхтребо-
к конечной биомассе. ваний к конечной биомассе.

162



Рассмотрим для модели (20) задачу об управлении путем улучшенияэкологи-

‘ческих условий. Предполагая коэффициент роста линейно зависящим от интенсив-

‘ности управления, получим модель системы ввиде:

dx 2x-K-C)’) - |
Па u(t) ( кс х (23)

Емкость средыопределяется формулой

ж=(К+С)+ /а+щКк-С)

однако не при любом управлении система будет стремиться к этому положению

равновесия. При малых значениях и, когда

и «(КУСУ (Кcy |

система будет развиваться и стремиться заполнить зкологическую нишу лишь при

x>(K+C)-Vatu(K-C),

при меньших же начальных биомассах экосистема будет регрессировать.

Для выделения нелинейного члена в модели типа(23) естественноперейти к

логарифмическим координатам у= шх . Модель принимает вид

анок6]
Фо К-С

Метод пошаговой линеаризации приводит к использованию формулы:

вомcariпекинwe[seme  

dt .

где Д определяется аналогиано (22).

На рис.6, 7 представлены решения задачи (23), (2), (6), (4) при следующих

значениях параметров:іо 7 0; 72 5; xX = 1; r= 1; a= 0,3; K = 300; c= 5; и при раз-

личных требованиях к конечной Guomacce (1 —x7= 1; 2 -хуг 6,3 -хут 10);-

Следует отметить, что в’ отличие от логистической модели, модель ‘развития

во враждебной среде. приводит к рекомендациям о‘большей интенсивности управ-

ления не в конце, а в начале процесса. Это, связано, вероятно,с целесообразностью

как можно раныне превысить критическое значение, позволяющее "запустить" про-

цессы саморазвития системы.

На рис.8, 9 показана зависимость затрат на управлениев зависимости от тре-

бованийк конечной биомассе в моделях(21) и (23) соответственно. Для первой мо-

дели в силу стремления системык нулевому равновесию при малых значениях био-

массы, управление при малых хг не требует больших затрат. Максимальные затраты

соответствуют значению хг = 5. Затем, поскольку для х>2 система стремиться к зна-

чению биомассы К=10, происходит снижение затрат. Для модели же (23) затратына

уход монотоннорастут с увеличением требований к биомассе БГЦ.
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Рис.8. Значение функционала затрат
для модели (21) в зависимости от
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- Рис.7. Динамика фазовых координат для
модели (23) при различных требованиях
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Рис.9. Значениє функционалазатрат-
для модели(23)взависимости от

требований1кконечной биомассе.

5. Выводы. Таким образом, в работе рассмотрены четыре постановки задач опти-

мального управления для одномерных нелинейных моделей математической эколо-

гии: логистической модели (1) и модели развития во враждебной среде (20). Рас-

сматривался линейныйкритерий качества (5) и нелинейный- (4). Для первой моде-

ли построена аппроксимация, сводящаяся к линейной,и полученыточные решения.

Показана близость решения приближенной задачи и исходной. Для второй

модели решение находилось приближенно, с использованием итерационных мето-

дов решения нелинейных уравнений, каких как обобщенный метод секущих и ком-

бинированный метод Ньютона-Канторовича. Приведены результаты численного

расчета решенийзадачи, показана их корректность с точки зрения смысла исходной

модели.
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Дальнейшее развитие методики планируется как в направлении уточнения по-

становки задачи управления,в частности, путем уточнения вида целевого функцио-

нала, так и развития методики для применения к моделям с другим типом нелиней-

ности. ‘
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