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СО ЛИНЕЙНЬХ МЕТОДАХ СУММИРОВАНИЯ

ДВОЙНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ

В. Б. ГРИШИН.

Пусть {(х, у) —непрерывная 2 =—периодическая функция

относительно каждой из переменных х иу. С помощью матри-

ці

A=(M™V 2==0,1,..,m +1; 1[=0,.... п 1;

m,n==0,1,2,..; M7 1, MMP ==0, L-=0,1,.., 0-1;

4, = 0, k=0,1,...,m+1)
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каждой функции }(х, у) поставим в соответствие тригономет-
рические полиномы

т

а
- +> У a” (ak, 0 cos RX Б

us 1

 

СЛ, п (Г: Xx, у, A) =

4+ byosin hc)У Мо (ao, 1cosly -}- co, 1sin/y) +
t=1

+ у у ey "|(a, ,coskxcosly + фу ;sinkxcosly +

К=1 1=1

+ Cx,1cos kx ча [у -- акаАх $/ У), (1)

где x,t, бка, Ска, @к г — коэффициенты Фурье функции

НО», у). |
Рассмотрим вопрос об условиях, которым должныудовле-

творять коэффициенты №”, для того чтобы равномерно
для всех точек (х, у) и для любой функции f(x, y) € Chor, зт
выполнялось равенство

lim Om, n (г; х, У, A) =f(x, У). (2)
т, п ><

В силу общих теорем функционального анализа условие
(2) эквивалентно совокупности следующих двух условий

lim 4";= 1, (,k=0.1,2,...) 4 (3)
т по

|| Gin, ole =йOnn (fix ys A) | =

 

 

Бо к.0 COSRNX Б +3 en п) COs [у “te

+ У У 2: 703 АХСО [у | ахау < М, - (4)
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где М — абсолютная постоянная. Положим
A, yomп) (т, п) (т, п) А, ny”? (т, п) (т, п)

ki ==Aki — 1% , — №] — м,

 

А? х(т,Мп) хв, п) у (т, ле п)
k, LAK,1 k, карто АК, ‘K41, l+1 >

4 т, п) т, п) (т, п) (т, т, п ,
Aint Me на Oaрано оо 9 ОМ -+-

(т, п) pom n) хіт, п) im, n)
+ Neer re eetae Р Лко Вкт, ізЗ
(k==0,1,..., 1; от,

Имеет место

Теорема 1. Если матрица {24.1 удовлетворяет условиям

У Уохо"r= ==). (5)
оо ти

lim nnп) що 1, k, [==

т, В — < | Ob) (6)

то последовательность линейных операторов Umar (}; Х,у, А)
при 7, п — «равномерно сходится к функции } (х, У) е Сре, 2.

Доказательство. Обозначим
т

1 1 «а .
Їли, а (Х, У) єв “4 +>Ay” cos Rx 5ту Moni “cos ly +

= к l=]

-- Уу у i; cos kx cosly.
k=1l=1

Путем несложных преобразований получим

‘
in :

Linn (X,Y) | = > У у МЮ[nel еікх ейу

К=о [=1

Применяя метод математической НДукции, находим

2mm

1=заново У А cos kx +29 Ay. cos ly4
Ка» Ї 1

 

Іа(х, у) єв

2m 2n

+4 ¥ У Ax. 1COS KX COS iy).
k=l l=}
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Q2n—k 2п-ї

где Ax, ря« У, УУ neт in - 8! i ki, In-s—-f

р=о $=0

k==0,1,...,2m; 2==0,1,...

Представим ||Ош пе следующимобразом

 

  

 

4 п за

Om, a «== —з || Ї п, п (x, y)| ax Чу -|-

т . .

4 оті д п inl

+ п | И 1„(х, у) ахау = | ) х

а 2т+1
  

т

ху Li а (Х, у) ахау oe | у У Lin, п (х, м) dxdy =
п?

  

 
 

 

 

 

  

 

Sati Pri

=]+h+4,-+4,. (7)

Рассмотрим /.. Имеем

4 то ко я? внут віт _

І, = ~~?- | \ aу І. п (x, y) dxdy =

т mor ху

2m+1 2n+1

sinx/2[ г
= змакий И>sin? ——УLun, п (x, у)|4 (8)x y? 9

зт

Обозначим

— 1 У ‚>F (x) - | } И=(sin?55 м, в (х, у) ay ;

2n+1

В силу неравенства Буняковского получаем

2ш

т т ц

F(a) </( { ay | -sint 2 Іа (су) ау) « 

  

У = 2
21+! 2141

2т 1/

41 } 1/2
<= |” (AАл)2У (Ако—Ак1) C08 ых |

Кк 1
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Учитывая теперь (8), приходим к неравенству
т

 

 

 

rosin w/2па ОТО(коняБО
У |

2m . My = і т

ра У (Ak, o—-Ak, 1) COS ex || а < \ — dx| sin? x

kel и 9 2
2m 1;

0 До 19
| (Ago Aoi) В 2У (Ax, o—Ax, 1) COS вх ах й =

7 К=] J

= Ута (Ao, o—Ao, ізо Ді, 1) . (9)

Нетрудно убедиться в справедливости следующего равенства

А, о— Ао:—Ар. Ари —- У У (A; 5 Кот) )?. (10)

о р=оз=о

Поэтому, в силу (5), (9) и (10)

1 =0 (1). (11)

‚ Перейдем теперь к оценке слагаемого /»› из (7). Предста-
вим Ди, п(Х, У) следующим образом

Ln.y)=вь (4) + YY v(x) cosy,
l=1

где

1 и п mm, п

ш (х) = > №№ ЗУ Mei coskx, (=0,1,.., 2).

Имеет место равенство
зп

Linn (9) = (Bu (4) +21 B(x)cos Ly )
где

1=1

2n—!

Bx) = У Pin—s| (x) Pin--s— tb (x), 1=0,1,... ‚ап
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Учитывая результаты работы Г.А. Фомина[1], получаем пе-
равенство

 

УІоуду «с
 

aL
а

Ww
}

З
і
.

і =

— Vn {[B,(x)—B,(x)|=Гу пУ |(Apu, (x)? (12)
[==0

Имеет место равенство

Зв(ж) азУ AK NED(x), (13)
k=o

где D(x) — ядро Лирихле. Поэтому, в силу (12) и (13)
т 21,

» Ai Me Dy (X) | |dx.
{=o ~k=o

mai
1, «ЗД2 ||"Уу

т

о

Применяя к этому интегралу неравенство Буняковского, по-

„2

лучаем

ml (т, ny ала «У мами оо | ях є
Е |2 4-1.

ж
а
н

о і-о (Ком

2 т, п т - оРОТУМ ak тую уз \ Уре (x) dx |
К-о [=0 о Ко

 

Далее, так как
т

 

 

2

тоНОЯоНУ
о 4 sin? < о ат

TO 2 7

(m п | inпапт оу у |мим но
k=o l=o

в силу (5). Аналогично можно показать также, что

-- 0 (1).
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Рассмотрим, наконец, слагаемое /;. Применяя кЁи, а(х, У)
дважды преобразованиеАбеля, находим

Lm, п (x, yayyУ Ai, Dae) п)5 (x, y),

Ко ізо

где
. xX,

sin (2k —- 1) —~ sin (22-+ 1) —
. 20Зк (жу уча нн нн=Dl) D,(y).

x У4 sin —— sin ——
2 2

Тогда для /, получаем следующую оценку

 

«У У | Ak, ei п)

К, { Se

kaso [0

mM п

' | М ь, с т, 1 |

«зу |тУ УУ (Ag Му ні = O(1).
k=o [=o

Таким образом, установлено, что все слагаемые [;—/, есть
величины порядка О (1). Цо тогда

(т, п ile =0(1}

(3 этого соотношення и условия (Б) и следует теорема.

Теорема 2. Для всех м ии (т, п==1, 2,...)

имеет место соотношение

Yt Зvyу (Ag, 1)nny my:

= К=о [:=0
| Om, п ‘le Еа.

Ly oy (м в}.
4 У УУ раки МОЇ |
k=o l=o0

Доказательство. Применяя преобразование Абеля к

Іль«(Х, у) получаем

 
 

 

й sin?й т x sin? 1+! у
__ \ У - (т, п) 2 ,

Ln, oy) = 2 2 Angin)на ар

ог, війо віп >
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Поэтому | -
т п

(1—cos x) (1—cos y)j Lm. (ХУ) «У, У, | АкМОР,
k=o l=o

и, следовательно,

т т що г, 2| а (1 cos x) (I со8 у) Іти, п (Х, У) dx dy ~

РОЛ, п Ше >||
т? Ло (ж, п)

55 У У | АкиЕ
сг

то п

чі 1У У (Ag, ; Мо Wye

— kee0.

я4. Ух‘ | АкМОст п)

КеоЇчно

Теорема доказана.

Замечание. Из теоремы2 следует, что если

т Р, і

лом 4  -(т,п
У У | Aka Mog | = 44),

тп
К=о l=o

то условие (5) является и необходимым для выполнения со.
отношения (4).

Установленные теоремы являются распространением на
случай функций двух переменных соответствующих резуль-
татов Г. А. Фомина[1].
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