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O наилучших несимметричных 1-приближениях

сплайнами пой наличии ограниченияАЙ

| на их производные
&

Ф . зе

Найдены точные значения несимметричных Ї,-нраблюжений кслассюво ЗУ,

периодических функцай сплойнами 5, ий 5; (За 7 МООжество Ди з

периодических поливомняльных сплайнов порядка г, дефекта 1 с узлами в точках

к/п, Кей) такыми, что УРоЭти Sa| 31 соотнетсгвение ври четных г,и кан

следствие получены точные  звачення для сботвехствуюнимх  найлучнімх
односторонних приближений. |

Пусть Г, 15р=)- пространства 27 -периодических функций

ЕКЕ с соответствующими нормами ||, =||„... Если аи fi

положительные числа, то для любой функции ГЕЁ, положим

5 = (of, +ВЕ|,

roe f, (t) = max{+f(tj,0}.

| Наилучшим (а,В)- приближением функции Ре, множеством

Не 1, в метрике 1., будемназывать величину

ВН),в зЕ og a
В зо.В

Если еце М с&,- некоторый класс функций, то величина .

ЕОМ, Н)раб = SUp Ei, H) ваВ (2
: Рем

' называется наилучеим (о,В)- приближением класса М множеством Н в

‚ метрике Г.

При а=6=1 величины(Т) и (2) совпадают с обычным наилучшим
|Ly: приближением фоикции Е (обозначение Е(5 Н), ) и класса М

‚ (обозначение Е(М, НВ} ‚ } соответственно.

Кроме тего [4, теорема 1.4.10], при весьма общих|
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предположениях

lim EEHag = EEHD,

timEE Н)ра =В(Б Н),

lim E(M, H),.15 = E*(M,H),,
lim Ext, Н)ол = Е(М, Н),,

reE*(f,H))4 E*(M,H),- наилучшие приближения снизу (+) и сверху (-).

функции Ги класса М соответственно множеством в метрике Г.,.

Через Wop (© EN) будем обозначать класс функций Ё ЕТ,

имеющих локально абсолютно непрерывную производную

У (РО ЄАС) и таких, что |Є9|
  

Е.
oad «1, а через УМ, - класс 2п-

° 2%

периодических ‘функций й таких, что Р"? є АС, и У (є"(9)<1. Везде
0

ниже вместо М/у1; Мьі будем писатьУ.

Множество 2х -периодических полиномиальньх сплайнов порядка г,

дефежча.8, с узлами в точках Кл/п, К.пє7, п» 0,будем обозначать через

В данной заметке мы найдем точные значения величин
—1 |ЕС„ЗПУав и ЕСМ,8,4 ПУУ лав При четных г и любых

а,В>0 и как следствие получим соответствующие результаты для
наилучших односторонних приближений.

Отметим, что в работах‘ [1], [2] были найдены точные значения

величин ЕСМ!‚$, ПУ), и ЕСМ!‚$4ПУГ), соответственно при всех

ГЕМ. |
Й 21

Пусть ,,,(a,B;t) (a>0,B>0) - —-периодический интеграл

- | . дп
порядка г с нулевым средним значением на периоде от четной 57

периодической функции Фао (8, В; і), которая для ( є|0,7 / 2.) определяется

следующим образом: |

| о | а, 651 < В / (а +В),
бані, пв/адевХєастім
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. | | р .

Рассмотрим сужение функций Фо),(а, В; х)., и Фа,(Ж,В7-х). на,

(0,  / 0) и определим в соответствиис этим на [0,х/ А] следующиє
функции : | .

. я

®,, (а, В; х) = Vrs (a, B; x), + Фіг (a, B; qa x).

Ragа,Вух) є гра,(ав)зх)гу,()-,
где г(Б.х) - невозрастающая перестановка сужения функции Ё на [0,х/А]]

[4, с.111].
В даннойработе доказана следующая
Теорема . Длялюбого п-= 1,2,... иг= 2,4,...

го >. -1
Ж

1. E(W;Start Wy "iов +](Pita)7 ©,(cB:tas all

: 1 2 інжча

2. ЕСМбал ПУ!ав= 2 В,(a,В;axcB; t)dt |.

3neCh ty, TAKOBO,4TO —;-(,B; tax) = max, (A,B;t).
: t »

Доказательство. Для сокращения записей положим
an 2n За

зо (Сі, С2у..с) ЄВ" :2су 20, Уск «1.

Докажем сначала утверждениє 1. Любой сплайн (б) Є 5»,г-; МОЖНО

единственньм образом представитьвBane [3, предложение1.1.5]

u(t) = c+Dead(t- кл / п), (3)

где |

В==Smcos(mt— mr /2) -
Тоні

«ядро Бернулли, 12»ба eR, Уск =0. При этом условие
ma

у єУПиэквивалентно условию Ум «1.
k=1

В. силу теоремы двойственности для наилучших (a, В) -приближений

выпуклым множеством в метрике Г, [4,предложение 1.4.9], учитывая (3) и
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то обстоятельство, что MHOxecTBO Wy(1S2,,-) содержит константы,и

действуя, как при доказательстве теоремыиз [2], получим

—1
Віз ЕОМSaneWy ав =

2к | 2x

= sup эр |[Оф- яр |оков]=.
few gel. ig” «банПМо

95].=a 51

811
° №

2n

= sup 4E(g).,-sup Lc,g{kn/n);7, | (4)
Ве"Yr сес, k=]

где E(g), - наилучшее равномерное приближение функции В

подпространством констант. |

Хорошо . известно, что для любой функции 8Е\ар

Е(в).. 5 Е(Фі, (с, Ву). При подходящем221 будем иметь

E(g).. = E(@ Lr (a, В): (5)

Если А>п, то [4, теорема5.4.13]

E(g),, - sup св/ п) є В(Фу, (а, В), - Е!би)ав-
ceC, k=l

Поэтому внешнюю точную верхнюю грань можно брать только по таким
2(®), для которых в (5) Ах п. |

Согласно определению, функция ф‚,(и,В;1) при четных г будет

достигать экстремумав точках {=0 и {= х/А. Для определенности будем

считать, что їх 70. |

Пусть +ах и іо" точки максимума и минимума функции g(t).

Очевидно,что найдутся К,,К, Е 7. такие, что

чахо п 21’ mm on За!

. Учитывая (5), с помощью теоремы сравнения в несимметричном
случае [4, теорема3.3.9], получим:

кит) ( x}
> © панк

4 п / =Oy, с, В; In з

Ga
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К.К к т

кА) «онадо
. 1 1

Положив бы =5, Cy =-5, с, =0, если К#К,,К,, из (4) будем
3

воинов)(44-9
з зрмно)евов1,7) <

ISASn

«1 x |ae5.0) -оВ;=.тыВ;а-0.,(a.8.3)]-

иметь

lA

72isAsSn

=~ sup F(A) +~ sup G(R).2 о 2 ine15/51 isiSn

Исследуя на экстремум функции Е(А) и С(2) на промежутке [1,n],

приходимк выводу о том,что

up F(A) = Е) = Фи(а,80)-ока24,
1sASn

зар С(0) = 90)= ок(орі) - Фіг(с.Віл).
ISASn 2n

Итак,

Е<Вог (0, 8,0) - за. В;2) +ou(a8 ля2 - Фі (а, В; о) . (6)

С другой стороны, учитывая равенство (3), общий вид линейного
: функционала, действующего в конечномерном пространстве, а также
‚ соотношение двойственности[5,п. 2.2.1], будем иметь `

E2 upBo,(a, B)).. — sup Fc.‚(а+кКл/ of
aR ceC, k=l

>

 

аєЄв Хек Кк

.

= Вр,(а, §)).. — inf inf mas.(a В; a+) ~K

|jou 8:0) — он,в2),Гоа.вл + 2)г Фіг (є, В; з) (7)
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Вспоминая представление функции Ф,,(а,В;х) на |0,л/2), на

основании(б) и (7), с учетом четности Фо»,(0, В; 0) заключаем, что

1 т
=т,(с,В;4х) — Фі,(<0tu +2)

Первое утверждение теоремы доказано. Перейдем к доказательству

утверждения 2.

Аналогично доказательству{4) получим
2к

Е»з sup м - эр |woot. (8)
вмant get ueWNS, 9

Функция и” постоянна на каждом из интервалов (х,,х,ы), где

Кл an
x =. Если с, - ее значения на (ХузХм) ТО Ус сб, и, если

| k=1

меПМ, то Sele
k=l

Поэтому из (8) выводим |

по : 2n хо

E= эр (аг~7Sup 2c, Jtoa
gew!|.“gt ce, К= сх

 

yaw іSit Jat)dt— 2«з!

о
_ Точную верхнююгрань в последнем выражении можно брать только

‘по таким 9 єУ,щіз» ДЛЯ КОТОРЬІХ

ха

= max |04

Ха

бла Гак  

 

Кроме того, для любой функции 5 є У/,,дз» найдется 4 >1 такое,

E(g).. == E(9,,,(a, Р))г:

_ Очевидно,что Е2 ЕКМЗагав З Ear(a,В». 4, теорема 5.4.13].

Поутому Ми
 

E= sup Е(ф(а,8). -— inf =аа.
1<А5а Т. Е(в).«(Фа(а.В)»
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Используя теорему сравнения производных для несимметричного

случая [4, теорема3.3.9], устанавливаем, что для любой 8, єМ,8-» Ткой

что Е($). = ЕФ,(a, B))0 » будет

        

  

           

            
к

Xe ia it
Іmax] | a(t)dy 2 slo1 (O,B;t}at +> flo.

ХК 25 ” Ж

А,
Теперь из (9) можем получить

1 1.
Е<- эрFayed sup G(A),

2 142.За 2 1S4Sn

где |

> aT
F(A) = 1,-(4,B:0)-—[o,,,(@,Bst)dt,

| г к,
| хі) пої.
ok Ga)=-9,,(a.8:2)-2 Ї фл(а,ВК.

, о |
Исследуя на экстремум функции Е(А)и G(r) при 2. єЄД1,п), получим |

пsup F(A) = F(l) = и, (оВ0)- (a.,B: tat,
ISASa д 0

sup G(A) = 6(1) = Фи. (о, (о,Вуд.
15А<а з

Таким образом,
г д . x

ЕХ у,(а, 80) - 2фі,(а,Вуді |- Фу,(Ву) += | (10)
2 | пу | | Tt

С другой стороны, с учетом (9) |

E= apBl(бізуваХо,ГыВbeth
yeR cec, k=l

Ж+1

- Е(ф,, (а, В)» ~~inf inf mi сьовата-2
>
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Г x
же

фи, (©, В;4 |-- Фа, (Вол) + = Го, (а,Ву| 11)] па: п
2-—$ a, B;0) - —

Из неравенств (10) и (11), с учетом свойств перестановок [4, с.112] и

представления функции КВ,, (a, В; Г) на |0,х./ 4), получим

i Е

Е= 3 В(о, Виmax) ~~ FacB; t)dt |.

Теорема доказана.

Из теоремы и предельных соотношений между наилучшими (©,В)-

приближениями и наилучшими односторонними приближениями функций

из Ё, немедленно вытекает

Следствие. Для всех п=1,2,.. и г=24,...

п п

ЕР(МУааAw, =), =зр7B,(nin ) 7В +2 +В +=)

x т
te1 1+—

7 г г | п

ЕМааПУВах)З Віа)~ т Гвса + ПВ.
t |

Здесь б

le ом
В, 21- патоп_хг
"ок2 2

-- Ядро Бернулли, а їдах Й Їпід ТАКОВЬІ, ЧТО

Вах) З max B,D; Br(tmin) = minB,(t).
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