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Оптимизация «интервальных» квадратурных

формул для классов н“--

Решена задача сптимизаний приближенного. интегрирования для классов

периодических непрерывных фучкний, имеющих залавные мажораиты молулей

непрерывности по возрастаниюи убыванию, с помощью алгоритмов, используниних в

средних функции по-непересекающимся интервалам равной длинье

Задача оптимизации квадратурных формул на различных классах

функций одной и многих переменныхвосходитк работам АН.Колмогорова

и С.М.Никольского конца 40-х - начала 50-х годов. Большое количество

работ было посвящено оптимизации для различных классов функций

формул приближенного вычисления интегралов, использующих значения

функции в п точках (узлах). Изложение многих полученных в этом

направлении результатов можно найти в монографии [5]. Наряду с этим,в

ряде работ (см. напр. [1][4][6] - [8] ) рассматривались задачи

оптимизации так называемых интервальных квадратурных формул, в

которых вместо значений функции в узлах использовались ее средние

значения по некоторым интервалам в области определения ( в

определенном смысле, приближенное интегрирование функций с помошью

формул второго типа является более естественным, чем приближенное

интегрирование ‹ помощью формул первого типа: ках правило, результат

измерения - это усреднение измеряемой функции по некоторомуинтервалу). .
В работе [6] решена задача с наилучших квадратурных формулах для

функций классов Липшица с показателем 1 и константойМ, определенных

на отрезке. Цель данной работы -— рассмотреть задачу оптимизации

«‹интервальных»  квздратурных формул на» классах непрерывных

периодических функций, имеющих заданные выпуклые вверх мажоранты

модуля непрерызности по возрастанию и убыванию (см. определения

ниже). Пуль С - пространство 2л-периодических вещественных

непрерывных функций, заданных на числовой оси. Для Ё=С, положим

«(Г в)= sup Є (с) - РОх"У, t20, _ а)
орк 7

o,(f,th= sup (f(x’)-f(x")) ,t20. (2)
кк" ;

хом"
о ,

‚ Функция (1) - модуль непрерывности функции Е `Функцию ©Е,t) вазовем

‚ Є Бородачез С.В., 1998

19



модулем непрерывности функции f по возрастанию, а a_(f,t) -

модулем непрерывности Ё по убыванию.

Пусть @,,®_ - заданные модули непрерывности. Через Н“.”

обозначим класс функций Ё=С, для которых о,(7,1) < о, (),12 0. Мь
будем рассматривать задачу оптимизации «интервальных» квадратурных

формул на классе Н“*`”-, где .(, ®_(@ - выпуклые вверх модули
непрерывности, в следующей постановке.

Пусть заданы числа В > 0, п ЕМ (п < 25). Через Оь„ обозначим

‚ множество всевозможных функционалов вида

=По-ы VE(Ot |
Bch ха"В

где 0< Х! <...< х,< 20, хк- хьа> 2, К=2,...п, х:+ 24 -х. > 2В;, функция

ф: В" -> В - произвольная.
| Положим. |

в(е;5) = Та- S(f),

к(не-»-;5)- зир [В(Е;$],
ГЕН":=

канон)ка) | о
SeD,,,

_ Требуется найти величину (3) и указать оптимальную квадратурную

формулу из множества D,,(TO есть формулу реализующую точную

нижнюю грань в правой части равенства(3)).

Решение задачи оптимизации приближенного интегрирования

функций класса Н“®*:”- в такой постановке даётся следующей теоремой.

Теорема . Пусть заданычисла> 0, пЕМ (п < 2), и выпуклыевверх

модули непрерывности ©,(Е) и о($). Среди всевозможных квадратурных

формул из множества О,» оптимальнойна классе Н®*'®- является формула
б ес

5(б)езу Иа,
"кі й націо)ь

tae TEГо,==) При этом

2n ,

Ralf")= 1-52) тіло,(о(ро.

| Доказательство. Пусть h>0, п - натуральное число С <=)

®,(1®_() -выпуклыевверх модули кепрерывности. Если один из модулей.

непрерывности тождественно равен 0, то утверждение теоремы . очевидно,
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тк Н“*:®- будет состоять лишь из констант. Поэтому будем считать, что

о(0) и ®.(® не являются тождественно равными 0.

Покажем вначале , что
_ aK ,

в.)“(1- пап, (1), о_(2-0.

|

(4)

Не нарушая общности, можно считать, что т=0. Для любой функции

ГЕ Н®*”"- ‘имеем

 

| at h

кез)- Fear3 in=ОУ,
ны

«т
rie w:R ->R - --- периодическая функция, задаваємая на периоде

п
2 - я

—h,on 3 следующим образом : -
п .

n
o

= =te[-hhl,
І, евзов).

Заметим, что |

в(Н*.*,5°) = sup | в(;5'). | (5)
РЕН":=

В самом деле, для любой функции ГЕН“, 2(()=-#(-1) также

‚ принадлежит Н“*’”^-, Пользуясь четностью функции \у, будем иметь
3і в/в)» обом о -ПКЄ"),
тогда

RIf;S ‘inf R(f;S"
tent і ‘)=- feH™'™ (5 }

‚откуда и следует (5). Заметим также, что .

| к(нече-;5*)= sup RE: 87), (6)
. Теї

: 27
ze Y- множество —- периодических функций класса Н“»’“- , так как для

‚любой функции 6 є Н"Є?- функция у: В -» В, равная

У—енak),
n

21



2х 2
является —— - периодической и у є Н"""" Учитьювая, что \у является —-

п
периодической функцией, получим |

ік З

<) 2" a(t 21k a 2nk
Rs")= ГО]БЕб =дкМи - 2(28m

0 9 \k=0n k=0 0

Зх) жін)

и | жк-У 1 пеняии=Теми -в(с5),
k=0 2nk n k=0 2як

откуда и следует (6). |
2 |

Пусть у — решение ‘уравнения о, (х)з о(=-=) на интервале
n

(==) Положим 8 = Fey sty =-h- 200-8)Е-в)=n20-8)
п /. п ° |

21 20 щі!
Легко видеть, что =—+В <.<В <: <<+—. Для любой!

| - п п

функции у є Y

R(yS"}= бубни =n“Blovom-ое+“Plow

2

<n} sup fe(v(t + sup “roe | б.
бен| Мо імЗ) Ш

`Для вычисления точных верхних граней воспользуемся следующим
вариантом леммыКорнейчука — Стечкина[3, лемма7.4.1],который получен.

в (21.
Лемма . Пусть суммируемая на (о, В) функция м, (1) удовлетворяет

следующим условиям:

1) функция Y(x)= чу (бак; asxsp ‚ строго монотонна на (©, а)

и(’,В), а«а «ри < , PB)=0, пах|] =|, а’ 515;

2) на промежутках (а, а) и(В",В) функция у, (ї) обращаєтся в нуль разве

чте на множестве мерьг нуль. Пусть, далее, w.(t), ®_({) - вьшуклье вверх

модули непрерывности. Тогда, если evil <O mia хе (a, а), то .

sup і£(thy, (t)dt =тРв)ке«уб,
Рене5] &
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где РвР, 1) - убывающая перестановка [3, с. 130] функции р20,

определенной на. (с, В): Ні класс непрерывных функций,

определенных на отрезке Їж, В) с заданньми мажорантами модуля

непрерывности по возрастанию (о ‚) и убыванию (о .).

В рассматриваемой задаче сужения функции \у на отрезок мо| и на

отрезок faза, удовлетворяют условиям леммы. ^ Ф, ,® -
. п . . .

выпуклыевверх модули непрерывности, поэтому

. * | Hy ° . Hoty |

в( ‚5 )sп Вкрда Р В (Ч, tho’, (tat|,
0 0 |,„Но«р

. 7
хо | п eg x 2х

где Чи (х)= Гу,хе,], 4;() = Гуа, хе| "о «З
Hy | и

Вычислив убывающиеперестановки |4|, №.| ‚ получим

* nh yo те , |кб)"бизноб
22 |

обу an .

+ j |-ньриa ,
0 п

| 7 21 21
_интегрируя по частям и учитывая, что р; — м = —У, №+Hy =у,

(будем иметь
| . 2n

-\ / Noa?
ву 8 }< пт Jo_(t)dt + fo, (tat =

М Ж 0 0

2х

| (1-1о,(0о. зон
|
Таким образом, |
і 2к

o,:0..0*\ a hn |R(H US ]= sup R(f;S (1ба)? min fo, (t),o_@О. (7)
_ ГеУ

| Покажем, что погрешность на классе H®**- любого другого
глгоритма из множества О,не меньше величины, стоящей в правойчасти

‘кегавенства (7).

Пусть задан произвольный алгоритм $ е О»а. Построим две функции
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Z,,2, @H°*®- следующим образом.

Пусть 80 : К ->

К

-следующая функция :

i[== , вещ,в),

t+h |
по.(St)., {Е [-В, и),

Bo(t)= о,—(в - а). te [u, ,h),

SPheп /’

(1-9{= ho ва), te ==я ло hn Ho Mo + n "

и пусть Во()=в.) Гао. Негрудно проверить, что бог

 

   

непрерывнана всей числовой прямой и ®, (8,1) < о,(+), +>0. Пусть, я

удобства, х.г=х, +2к. Для К=|,...п обозначим через ук решение

уравнения |

рок.і Bo(t - ху) Є8005 Хун)

наз» отрезке [x, t+h,x,,,—h], (Ono существует, так как разность

By (t - X,)-B,(t-—x,,,;) меняет знак на этом отрезке) Обозначим также

Ус = у, —2п. Пусть #,- 2п - периодическая функция, определенная на

периоде |ус, У, ) следующим образом:

gi(t)=Bo(t-x,), tel ‚Ук) , K=1,...,0.
Для k=1,....n обозначим через 2х решение уравнения’

~ By(x, -t)= —Ро(кк - t) на отрезке [x, +h, Хк! — в] и положим

Zp =Z, ~2%. Пусть 22 - 2л - периодическая функция, определенная на

nepuone {z,,z,) так:

g,(t)=-B){x, -9 , те [1 ,2к) , k=1)...,n.

Нетрудно убедиться, что 2, ‚8. Є Н"""".

Тогда для выбранного алгоритма 5  
T(tСамиЗАВ]вн.з)» max|R(g;;S) 2 -52

ізі2

«ДімааімovTees)Texan

 

x,-b

-
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чапн4Tos].
ху

Так как By (t)uz,(- +) на отрезке [-- h, h] в среднем равны нулю , то

средние функций в и 8, по всем интервалам Їх, - Вуху "4 , К=|... п,

также равнынулю. Тогда
оо Іо 2 Зк

вн б “38)25 jg, (t)dt — o(0,...,0)- Ги.(ої
5 |

1/2 ,. ж ° -. .

2 5[ FestТаб)о 8)
0 0 oo |

Оценим снизу интеграл по периоду функции g,.

Тода Ть(б-aiбаЛови te(oue|-
_ ж-в X,+h

 

“(льoeCYТоні
Ука Xy+h

12.
=$6, -кан 50,6-х),

П К=1 Пк!

rae G,{x)= їв,(ЕЕ. Так как 5,(ихсо - неубывающие Ha [h, +0), то
4 |

С,() иб.(( -выпуклывниз на [h, + ©}. Поэтому

Тб(6.[1 Зы зы)+6.(16% -ж))
N k=1

Пусть р6у,, тогда =6% -хк)=-—_-р, и
2*_

Тб(6.Фуко,(чні)вобів |

Учитывая, что 5, на {-h,h} в среднем равна нулю , и. делая замену в

первом интеграле, получим

( 2K anр 2K
Hotз> ni їв(t}dt + itEc (t)dt + 1віхи =nвBo(t}dt > n Івбо (АК.

Аналогично доказывается , что
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2%
byt

- )Гао JВо(а.

Torna , ¢ yeeros (8), |

Het = | .

afar5)» п fe(=of -=)| під,(о(Р-с . 0)
0 .

Следовательно,

тьдеть) г пінь
бебіа -

2х

> aC - ча)in|(Qo.Е—-а

)s в(немо- 57) и для алгоритма 5/вьшолняютсяи так как В,( она.

неравенства (4) и (9), то |
2%

R,,,(A.}=RQs')= of -и)таз]«Фо.(= ~у |

%,,0
Таким обоазом, алгоритм $” является оптимальнымна классе Н®*:®- среди

апгозитмов множества О,,.

Теорема доказана.
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