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Об условиях ограниченности операторов
свертки в симметрическихпространствах

Исследуется взаимосвязь между достаточными условиями типа Хермандера и

Харди - Литтлвуда - Соболева ограниченности интегральных операторов свертки в

симметричных пространствах.

Пусть Ф - множество таких вогнутых возрастающих на полуоси [0,0)

функций $(®), что $(0)=0 и $()>при {> о; а, и В, - нижний и

верхний показатели растяжения‘ функции $(ЮеФ. Через g*(t)

обозначается невозрастающая перестано»хга модуля измеримой на В"
са

функции 2(х), 5**(О =1[8 *(®)вт. Tyctb LyX"), Is p< 0, "- лебегово
0

пространство интегрируемыхв р-й степени на К" вешгественных функций,

M,(R") и Л,(К") - пространства Марцинкевиза и Лоренца

соответственно с фундаментальными функциями &/у(®) и $(®) [1].

Наконен Хв, (x) обозначает характеристическую функцию куба

В, Є В." с центромв начале координат и длинсй оебра $>0.

Теорема 1. Пусть показатели растяжения вогнутых функций Фу(®),

g(t) 43 Ф удовлетворяют условию 0<а,, В, <1, а функция (t)/(t)

монотонно возрастает. Если локально интегрируемая функция К(х) такова,

что для любого г>0 всех |х| <г выполнено неравенстсо `

=%e,, ONK@-)-KOR, <, © а
Фо

и интегральный оператор свертки |

(K*f)(x) = [K(x-y)f(y)dy (2)
R,

ограничено действует из Л,(В“) в М,(В"), где w(t)=to(t/o(t), ro torna

для любой функции ГеТ.(В“), имеющей компактный носитель, и любого

_ 1>0 справедлива оценка

ОКООТО5р 6)
‚ где постоянная С |не зависит от Ё(х) и\.
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Доказательство теоремы проводим по схеме доказательства теоремы

2.2 в работе Хермандера [4] с соответствующей модификацией.

Предварительно докажем вспомогательную лемму.

Лемма 1. Пусть функции y(t), p(t), wt), K(x) Hw оператор свертки

(К *Ё)(х) удовлетворяют условиям теоремы. Тогда неравенство

КО-хь, 0]. =,
выполняется, если

их=0 и Р(х)- 0 внекуба В,, | (4)
в

с той же постояннойС,что и в (1), для любогокуба В,.

Доказательство. Пусть г>0 и функция f(x) из 1, (В ") обращаєтся в

нуль вне куба В,. Так как ядро К(х} локально-интегрируемо,то свертка(2)

существует почти всюду. Используя условие(4), ее можно записатьв виде

(K * £Xx)= [Ik -у)-К()+у.

Из обобщенного неравенства Минковского для интегралов в.

симметричных пространствах из [1] и условия(1) получаем неравенство-

к * ‘XX "Хв, О]. з [КС -y)-KO,- Е| L, = Cif| г. - (5)

Как и при доказательстве леммы2.1 в работе Хермандера [4] можно

убедиться, что полученное неравенство (5) эквивалентно неравенству(1).
Отметим, что из инвариантности неравенства (5) относительно сдвига

следует, что для любой функции Ё(х) из Г. (В"), имеющей носителем куб

В, (к) со стороной г»0 и с центром в точке ху, выполняется

неравенство

Ккнях,(хо, С, (5)

с постояннойС,не зависящей от Ё г, Хо.

Для доказательства теоремынам понадобится фундаментальная лемма

о покрытии, доказанная Кальдероном и Зигмундом. Приведем ее в форме,
" сформулированнойв работе[4].

_ Лемма 2. Пусть Г(х)є І,(В") и число 5» 0. Тогда можно записать

к)=)+5,6)
k=1

rae v(x) 4 Bce w,(x) npuHannexar L,(R"),
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М. +, ЗМ, mau)
k=]

м(х| «2? 8 почти всюду, (8)

я для некоторых непересекающихся кубов В®= B,(Xx):

[ wu (x)dx = 0, w(x) =0, ecm x ¢BX, (9)

Ym(B®)<s* fie(wJax.
k=l ре

Если f(x) имеет компактный носитель, то носители v(x) и всех

w, (x) содержатся в некотором фиксированном компактном множестве.

Доказательство теоремы1, Пусть #(х)е 1. (К“) имеет компактный

носитель. Без ограничения общности мы можем считать, что If| =1. Для
1

упрощения записи положим Ф(х)з (К ж бУх). Функция Ё(х) как абсолютно

|кодящийся интеграл существует почти всюду и принадлежит Г.(В’).

‚ Разложим КХх) в соответствии с леммой2, тогда неравенство

[<] <М)EI.) | (10)

зыполняется почти всюду. Пусть В обозначает куб, полученный
растяжением куба В в двараза относительно своего центра. Учитывая

‚ условие(9) по лемме 1 (неравенство (6)), имеем

же м (11)

 

    

velUB") «278і, =2° 51. - (12)
k 1

| Применяя сначала обобщенное неравенство Минковского [1], затем
неравенства (11) и(7), получаем

(ns, (mI) CEfwah, <3ckt, =3¢
k=

Так как оператор свертки (3) по условию теоремыограничен из

Ао(В,)в М,(В„), то для функции У(х) = (К *у)(х) имеем

  

 k=l м.

1/2"; о

Мы,- Г у* (999+ |«вхо.
0 1/2°s

|
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Из оценки (8) и свойств неотрицательной вогнутой на полуоси (0,х

функции [1] следует, что правая часть полученного неравенства не

превышает

Cy be sp(i/2"s) +2" se(1/2"s)|fle }

Пусть 1>0и #**(0 +0, (0 =1/00(9, (9=Иуо(®, Op(t) ecr

обратная функция к $()=/9,(О. Выберем $= 2"9) | (8Cy /f * ¥(t)))

тогда с YYETOM COOTHOWEHHA tPy(t) = O(t)y(t) |

М. < 2Cyp(1/2"s)2"s = 2C,W(l/2"s)/G,(1/2"s) <

«РОУ,игул.

Если # * (0/4 « У ЧО), то отсюда следует неравенство

f ¥*(t)Gq(t)<8Cp.
Если

f **(t)/4>V**(t), | (13)

то из неравенства (10) получаем, что f* *ith<w**(th+v**(t) u

3/4 F **(t) < (Lge_g) **(t) + (%,%) **(t) = Wy (t) + We(A).

Вначале предположим, что f **(t)/ 4< Ww, (+). Тогда из неравенства

(11) получаем f* *(tho(t) <4C.

Затем рассмотрим случай, когда. |
2 **(1)/4> М"(0 (14)

и, следовательно, выполняется неравенство їз F(t)/2< WwW; (0). В этом

случае из (13) и (14) получаем,что

%;'(0 <#**(0)+9**(+М,<3/2Ё**(0). (15)

5 Далее, полагая в неравенстве (12) 51 «22Ф(8С, / Г ЧТ), имеем

- mesQ< 4" @'(8Cy/Tf **(t)). Из этого неравенства и условия вогнутости

функции Фо (®) следует, что

4—1**(1)50 (@) < 4-12 **(0)6)(тезО) < Ё*(00тез@)< 8Со (16)

для всех 0<+5 тезО.
> -
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Пусть mesQ<t<oo. Tak как носителем функции \У),(х) есть

множество © = UB” , TO Torga W,(t)=0 gna pcex {> тез. Используя
k=l

условие вогнутости функции Ф,({) и неравенства(15), (16), имеем

75)/2 <№06<'шезО№7(тез),(15)<

<;(тезО)$,(пезО) <3/2#” (тезО)$,(шезО) < 3.4"С.

Таким образом, для любого (20 выполняется неравенство

f **(t)G(t) < max{4C, 3-47'C,}.
Теорема доказана. о

о Теорема 2. Пусть функции Ф,(1), Ф(І), $%(@) удовлетворяют условию

теоремы1. Для того чтобыядро К(х)е М.(В“) необходимо и достаточно,

чтобы выполнялось условие(1) и оператор свертки ограничено действовал
nyиз A(R" )вМмМ,(К )

Доказательство. _ Необходимость следует из теорем | 1 и 2 [2].

Достаточность получаєм из результатов Крейна - Семенова [1] и неравен-

ства треугольника для нормыпространства M,, (R").
_ 1

Доказаннье теоремьт дополняют, а в случає @,(t)=t! Ма, o(t)=t” ,

1-
wt)=t 74, l<a, p, q<oo, р'-а"=1-а”' уточняют теорему 2.2 из работы
Хермандера [4] и тзорему 3 из работы Степанова [3].

Следующий результат обобщает теорему 2.1 из работы [4].
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда оператор

свертки (2) ограничено действует из симметричного пространства E(R" ) B

симметричное пространство Е(В"_)) для всякой пары пространств Е(В" ),
Е(В" ) с фундаментальными функциями фр (©) и Og (t) ‚ удовлетваряющими

условиям В, ЧО, 5 Ве, <14, ФЕ(О=Фь (0/ Фо (0.
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