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Отриманi необхiднi i достатнi умови єдиностi елемента найкращого (ᾱ, β̄)- набли-
ження з обмеженнями на коефiцiєнти неперервних на метричному компактi вектор-
нозначних функцiй.

Ключовi слова: єдинiсть елемента найкращого несиметричного наближення з об-
меженнями на коефiцiєнти, векторнозначнi функцiї.

Получены необходимые и достаточные условия единственности наилучшего
(ᾱ, β̄)-приближения с ограничениями на коэффициенты непрерывных на метриче-
ском компакте векторнозначных функций.

Ключевые слова: единственность элемента наилучшего несимметричного прибли-
жения с ограничениями на коэффициенты, векторнозначные функции.

The necessary and sufficient conditions of the unicity of the best (ᾱ, β̄)-approximant
with coefficient constraints for the continuous vector-valued functions on a metric
compact are obtained.

Key words: the unicity of the best nonsymmetric approximant, vector-valued
functions, one-dimensional subspace.

Пусть Q – метрически выпуклый компакт с метрикой ρ, Σ – σ-поле борелевских
подмножеств Q и µ – неотрицательная, конечная, безатомная мера, положитель-
ная на любом непустом открытом подмножестве Σ.

Через C(Q) обозначим пространство непрерывных функций f : Q → R, через
Rm – пространство векторов f̄ = (f 1, f 2, ..., fm), а через C(Q,Rm) – пространство
вектор-функций f : Q→ Rm с нормой

||f̄ ||1;ᾱ,β̄ =
m∑
i=1

ˆ

Q

|f i(x)|αi,βidµ(x),

c©Ю. С. ЗАГОРУЛЬКО, М. Е. ТКАЧЕНКО, В. Н. ТРАКТИНСКАЯ 81



Ю. С. ЗАГОРУЛЬКО, М. Е. ТКАЧЕНКО, В. Н. ТРАКТИНСКАЯ

где |f(x)|α,β = αf+(x) + βf−(x),
ᾱ = (α1, α2, ..., αm), β̄ = (β1, β2, ..., βm), αi > 0, βi > 0, i = 1, 2, ...,m,
f̄ = (f 1, f 2, ..., fm), f i ∈ C(Q), i = 1, 2, ...,m.
Через L∞(Q,Rm) обозначим пространство всех µ-измеримых существенно

ограниченных функций f̄ с нормой

||f̄ ||∞;ᾱ,β̄ =
m∑
j=1

sup vrai{|f j(x)| : x ∈ Q}.

Пусть f̄ ∈ C(Q,Rm), H ⊂ C(Q,Rm).
Величину

E(f̄ , H)1;ᾱ,β̄ = inf{‖f̄ − ū‖1;ᾱ,β̄ : ū ∈ H} (1)

будем называть наилучшим (ᾱ, β̄)- приближением вектор-функции f̄ множеством
H в метрике L1, а функцию из H, реализующую точную нижнюю грань в правой
части равенства ( 1), – элементом наилучшего (ᾱ, β̄)- приближения f̄ множеством
H в метрике L1.

Множество элементов наилучшего (ᾱ, β̄)- приближения функции f̄ множеством
H обозначим через P ᾱ,β̄

H (f̄), а множество нулей функции f будем обозначать Zf .
Пусть U – n-мерное подпространство пространства C(Q) и u1, ..., un – базис

подпространства U .
Для заданных числовых векторов ε̄i = (ε1

i , ..., ε̄
m
i ) и δ̄i = (δ1

i , .., δ
m
i ), удовлетво-

ряющих −∞ ≤ εji < δji ≤ +∞, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m, положим

M(ε̄, δ̄) = {ū =
n∑
i=1

āiui : āi = (a1
i , ..., a

m
i ), εji ≤ aji ≤ δji , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m}.

Рассматривается задача единственности элемента наилучшего несимметрич-
ного приближения функций из C(Q,Rm) элементами множества M(ε̄, δ̄). Задачи
наилучшего приближения с ограничениями на коэффициенты изучались в [4].
B [2] были получены необходимые и достаточные условия того, что множество
M(ε, δ) является множеством единственности элемента наилучшего приближения
для действительнозначных функций непрерывных на компакте при α = β = 1, в
[6] получены аналогичные условия для векторнозначных функций при ᾱ = β̄ = 1̄.

Для ū∗ =
n∑
i=1

ā∗iui ∈M(ε̄, δ̄) положим b̄∗i = (b1∗
i , ..., b

m∗
i ), где bj∗i = 1, если aj∗i = δji ,

bj∗i = 0, если εji < aj∗i < δji , b
j∗
i = −1, если aj∗i = εji , и

U(b̄∗) = {
n∑
i=1

c̄iui : c̄i = (c1
i , ..., c

m
i ), cji b

j∗
i ≤ 0, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m}.

Из критерия элемента наилучшего несимметричного приближения [3, пр.1.3.5.]
несложно доказать следующую теорему.
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Теорема 1. Пусть f̄ ∈ C(Q,Rm)\M(ε̄, δ̄). Следующие условия эквивалентны:

1) элемент ū∗ =
n∑
i=1

ā∗iui ∈ M(ε̄, δ̄) является элементом наилучшего (ᾱ, β̄)-

приближения для f̄ множеством M(ε̄, δ̄);
2) ∃h̄ = (h1, .., hm) ∈ L∞(Q,Rm):
a) |hj(x)|1/αj ,1/βj = 1, ∀x ∈ Q, j = 1, ...,m;
b)
´
Q

hj · uidµ ≥ 0, если bj∗i = 1,
´
Q

hj · uidµ = 0, если bj∗i = 0,
´
Q

hj · uidµ ≤ 0, если bj∗i = −1, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m;

c)
m∑
j=1

´
Q

hj · (f j − uj∗)dµ = ||f̄ − ū∗||1;α,β;

3) ∀ū = (u1, ..., um) ∈ U(b̄∗)

m∑
j=1

ˆ

Q

(uj − uj∗) · sgnαj ,βj(f
j − uj∗)dµ ≤

m∑
j=1

ˆ

Z
fj−uj∗

|uj − uj∗|βi,αidµ,

где ū∗ = (u1∗, ..., um∗).

Лемма 1. Пусть f̄ ∈ C(Q,Rm)\M(ε̄, δ̄), ū∗ =
n∑
i=1

ā∗iui ∈ M(ε̄, δ̄) и h̄ ∈ L∞(Q,Rm)

из теоремы 1. Если v̄ =
n∑
i=1

d̄iui - другой элемент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения

для f̄ множеством M(ε̄, δ̄), то

1)
m∑
j=1

´
Q

hj · (f j − vj)dµ = ||f̄ − v̄||1;ᾱ,β̄;

2) если
´
Q

hj · uidµ 6= 0 для некоторых i = 1, ..., n, j = 1, ...,m, то

dji = aj∗i = δji , если b
j∗
i = 1, dji = aj∗i = εji , если b

j∗
i = −1.

Доказательство. Доказательство леммы следует из неравенства, вытекающего
из условия (2) теоремы 1,

||f̄ − ū∗||1;ᾱ,β̄ =
m∑
j=1

ˆ

Q

hj · (f j − uj∗)dµ ≤
m∑
j=1

ˆ

Q

hj · (f j − vj)dµ ≤ ||f̄ − v̄||1;ᾱ,β̄,

и того, чир v̄ =
n∑
i=1

d̄iui - также элемент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения для f̄

множеством M(ε̄, δ̄), что означает выполнение равенства в верхнем неравенстве.

Т. е. имеет место утверждение 1) леммы и
m∑
j=1

´
Q

hj ·uj∗dµ =
m∑
j=1

´
Q

hj ·vjdµ. Учитывая

условие (b) из (2) теоремы 1, получаем, что (aj∗i − d
j
i )
´
Q

hj · uidµ ≥ 0, i = 1, ..., n,

j = 1, ...,m, и, следовательно, (aj∗i − dji )
´
Q

hj · uidµ = 0, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Откуда вытекает утверждение 2) леммы.
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Введем обозначения: Ij = {i :
´
Q

hj · uidµ = 0}, J j = {1, ..., n}\Ij, j = 1, ...,m,

˜̄f = (f̃ 1, ..., f̃m), где f̃ j = f j −
∑
i∈Jj

aj∗i ui.

В силу леммы 1 получаем, что функция ˜̄u = (ũ1, ..., ũm), где ũj =
n∑
i=1

ãjiui,

является элементом наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения для ˜̄f множеством M(ε̄, δ̄)

тогда и только тогда, когда
∑
i∈I
˜̄aiui = (

∑
i∈I1

ã1
iui, ...,

∑
i∈Im

ãmi ui) ∈ P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
, где

MI(ε̄, δ̄) = {ū = (u1, ..., um) : uj =
∑
i∈Ij

ajiui, ε
j
i ≤ aji ≤ δji , i ∈ Ij, j = 1, ...,m}.

Имеет место теорема, являющаяся обобщением теорем 1 и 2 из [4] на слу-
чай несимметричного приближения векторнозначных функций, непрерывных на
метрическом компакте.

Теорема 2. Пусть Nj = {i : εji = −∞, δji = +∞}. Для того, чтобы любая функ-
ция f̄ ∈ C(Q,Rm) имела единственный элемент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения
в M(ε̄, δ̄), достаточно, а если ∀i /∈ Nj −∞ < εji < δji < +∞, j = 1, ...,m, то
и необходимо, чтобы f̄ ∈ C(Q,Rm) имела единственный элемент наилучшего
(ᾱ, β̄)-приближения в Uk = {ū = (u1, ..., um) : uj ∈ span{ui1 , ..., uikj }} для любых
наборов различных {i1, ..., ikj}, таких что Nj ⊆ {i1, ..., ikj} ⊆ {1, ..., n}.

Доказательство. Пусть UIj = span{ui : i ∈ Ij}, j = 1, ...,m. Докажем доста-

точность. Предположим, что ū∗ =
n∑
i=1

ā∗iui, и ˜̄u∗ =
n∑
i=1

˜̄aiui ∈ P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄), тогда∑

i∈I
˜̄aiui ∈ P

(ᾱ,β̄)

MI(ε̄,δ̄)
(˜̄f), и существует функция h̄ = (h1, ..., hm) ∈ L∞(Q,Rm) такая,

что
1) |hj(x)|1/αj ,1/βj = 1, ∀x ∈ Q, j = 1, ...,m;
2)
´
Q

hj · uidµ = 0, i ∈ Ij, j = 1, ...,m;

3)
m∑
j=1

´
Q

hj · (f̃ j −
∑
i∈Ij

aj∗i ui)dµ = ||˜̄f −∑
i∈I
ā∗iui||1;α,β;

m∑
j=1

´
Q

hj · (f̃ j −
∑
i∈Ij

ãjiui)dµ = ||˜̄f −∑
i∈I
˜̄aiui||1;α,β.

Тогда
∑
i∈I
ā∗iui,

∑
i∈I
˜̄aiui ∈ P (ᾱ,β̄)

UI
(˜̄f), где

UI = {ū = (u1, ..., um) : uj ∈ UIj , j = 1, ...,m},

и достаточность доказана.
Пусть теперь существует f̄ ∈ C(Q,Rm) и ḡ′ = (g1′, ..., gm′), ḡ′′ = (g1′′, ..., gm′′) ∈

Uk, такие, что ḡ′, ḡ′′ ∈ P
(ᾱ,β̄)
Uk

(f̄), gj′ =
kj∑
k=1

aj′ikuik , g
j′′ =

kj∑
k=1

aj′′ik uik , ε
j
ik
< aj′ik , a

j′′
ik
<
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δjik .k = 1, ..., kj, j = 1, ...,m. Так как множество P (ᾱ,β̄)
Uk

(f̄) выпукло, то ḡ′+ ū, ḡ′′+ ū ∈
P

(ᾱ,β̄)
Uk

(f̄ + ū), ∀ū ∈ Uk.
По теореме 1 существует h̄ = (h1, ..., hm) ∈ L∞(Q,Rm) такая, что
1) |hj(x)|1/αj ,1/βj | = 1, ∀x ∈ Q, j = 1, ...,m;
2)
´
Q

hj · uikdµ = 0, k = 1, ..., kj, j = 1, ...,m;

3)
m∑
j=1

´
Q

hj · (f j − gj′)dµ = ||f̄ − ḡ′||1;ᾱ,β̄;
m∑
j=1

´
Q

hj · (f j − gj′′)dµ = ||f̄ − ḡ′′||1;ᾱ,β̄.

Пусть Mj = {1, ..., n}\{i1, ..., ikj}.
Тогда ∀i ∈Mj −∞ < εji < δji < +∞, j = 1, ...,m.
Для i ∈Mj положим ωji = δji , если

´
Q

hjuidµ > 0, ωji ∈ (εji , δ
j
i ), если

´
Q

hjuidµ = 0,

ωji = εji , если
´
Q

hjuidµ < 0.

Рассмотрим функции ̂̄g = (g1, ..., gm), где gj =
∑
i∈Mj

ωjiui,
̂̄f = f̄ + ̂̄g, ̂̄g′ = ḡ′ +

+̂̄g, ̂̄g′′ = ḡ′′ + ̂̄g. В силу теоремы 1 (2) ̂̄g′, ̂̄g′′ ∈ P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄ + ̂̄g), что противоречит

предположению.

В [5] и [1] были указаны классы «тестовых функций», которые характеризу-
ют подпространства единственности элемента наилучшего L1-приближения для
функций, непрервных на отрезке. В [2] аналогичные классы были получены для
наилучшего L1-приближения с ограничением на коэффициенты для действитель-
ных функций, непрерывных накомпакте, а в [6] для векторнозначных функций.
Далее получены классы «тестовых функций» для наилучшего несимметрично-
го приближения с ограничением на коэффициенты в интеральной метрике для
вектор-функций, непрерывных на метрическом компакте.

Пусть

H ′ = {h̄ ∈ C(Q,Rm)|∃ḡh ∈M(ε̄− δ̄, δ̄ − ε̄) : ∀x ∈ Q |hj(x)| = |gjh(x)|, j = 1, ...,m}.

Лемма 2. Пусть h̄ ∈ H ′\M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄), 0̄ ∈ P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄), ḡh – функция из
M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄) такая, что |hj(x)| = |gjh(x)|, x ∈ Q, j = 1, ...,m. Тогда ḡh ∈
P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄).

Доказательство. Так как h̄ ∈ H ′\M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄), то ḡh ∈ M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄) такая,
что |hj(x)| = |gjh(x)|, x ∈ Q, j = 1, ...,m, и ḡh 6= h̄. Ясно, что Zhj ⊂ Zhj−gjh

, и
hj(x)− gjh(x) = 2hj(x) ∀x ∈ Q\Zhj−gjh , j = 1, ...,m.

Так как 0̄ ∈ P (ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄), то по теореме 1 (3)

m∑
j=1

ˆ

Q

uj · sgnαj ,βjh
jdµ ≤

m∑
j=1

ˆ

Z
hj

|uj|βj ,αjdµ,
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для любой ū ∈ U(b̄∗), где bj∗i = 0, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Для ḡh = (g1
h, ..., g

m
h ), где gih =

n∑
i=1

ajhiui, положим b̃ji = 1, если ajhi = δji −ε
j
i , b̃

j
i = 0,

если εji − δ
j
i < ajhi < δji − ε

j
i , b̃

j
i = −1, если ajhi = εji − δ

j
i , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Ясно, что U(b̄∗) ⊃ U (̃b̄).
Тогда, для каждой ḡ ∈ U (̃b̄)

m∑
j=1

ˆ

Q

gj · sgnαj ,βj(h
j − gjh)dµ =

m∑
j=1

ˆ

Q\Z
hj−gj

h

gj · sgnαj ,βjh
jdµ =

=
m∑
j=1

ˆ

Q\Z
hj

gj · sgnαj ,βjh
jdµ−

m∑
j=1

ˆ

Z
hj−gj

h

\Z
hj

gj · sgnαj ,βjh
jdµ ≤

≤
m∑
j=1

ˆ

Z
hj

|gj|βi,αidµ+
m∑
j=1

ˆ

Z
hj−gj

h

\Z
hj

|gj|βi,αidµ =
m∑
j=1

ˆ

Z
hj−gj

h

|gj|βi,αidµ.

В силу теоремы 1 лемма доказана.

Теорема 3. Пусть Nj = {i : εji = −∞, δji = +∞}. Для того, чтобы каждая функ-
ция f̄ ∈ C(Q,Rm) имела единственный элемент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения
в M(ε̄, δ̄), достаточно, а если ∀i /∈ Nj −∞ < εji < δji < +∞, j = 1, ...,m, то и
необходимо, чтобы каждая функция h̄ ∈ H ′ имела единственный элемент наи-
лучшего (ᾱ, β̄)-приближения в M(ε̄− δ̄, δ̄ − ε̄).
Доказательство. Докажем необходимость. Пусть каждая функция f̄ ∈
C(Q,Rm) имеет единственный элемент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения в M(ε̄, δ̄).
Тогда по теореме 2 каждая функция f̄ ∈ C(Q,Rm) имеет единственный эле-
мент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения в Uk для произвольного набора различных
{i1, ..., ikj} ⊇ Nj.

Предположим, что ∃h̄ ∈ H ′, для которой существует более одного элемента
наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения вM(ε̄− δ̄, δ̄− ε̄). Пусть Ñj = {i : εji−δ

j
i = −∞, δji −

−εji = +∞}. Яcно, что Nj ⊂ Ñj. В силу теоремы 2 существует набор {i10 , ..., ik0
j
} ⊇

Ñj ⊃ Nj и функция из C(Q,Rm), имеющая более одного элемента наилучшего
(ᾱ, β̄)-приближения в Uk0 , что противоречит предположению.

Достаточность. Пусть каждая функция h̄ ∈ H ′ имеет единственный элемент
наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения в M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄), но существует функция f̄ ∈
C(Q,Rm) такая что ḡ1 =

n∑
i=1

ā1
iui и ḡ2 =

n∑
i=1

ā2
iui ∈ P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄), где ā1

i = (a1,1
i , ..., am,1i ),

ā2
i = (a1,2

i , ..., am,2i ), i = 1, ..., n, ḡ1 6= ḡ2. Тогда, ḡ1+ḡ2

2
∈ P (ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄), и в силу непрерыв-

ности f j, gj1 и gj2, j = 1, ...,m, ∀x ∈ Q

|(f j − gj1 + gj2
2

)(x)|αj ,βj =
1

2
|(f j − gj1)(x)|αj ,βj +

1

2
|(f j − gj2)(x)|αj ,βj , j = 1, ...,m. (2)
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Следовательно,
Zfj−(gj1+gj2)/2 ⊂ Zgj2−g

j
1
, j = 1, ...,m. (3)

Положим h̄ = (h1, ..., hm): ∀x ∈ Q

hj(x) = |(gj2 − g
j
1)(x)|sgn(f j − (gj1 + gj2)/2)(x).

Ясно, что h̄ ∈ H ′.
Так как ḡ1+ḡ2

2
∈ P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄), то по теореме 1 (2) существует функция H̄ =

(H1, ..., Hm) ∈ L∞(Q,Rm) такая, что
1) |Hj(x)|1/αj ,1/βj = 1, ∀x ∈ Q, j = 1, ...,m;
2)
´
Q

Hj · uidµ ≥ 0, если (aj,1i + aj.2i )/2 = δji ,´
Q

Hj · uidµ = 0, если εji < (aj,1i + aj.2i )/2 < δji ,´
Q

Hj · uidµ ≤ 0, если (aj,1i + aj.2i )/2 = εji , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m;

3)
m∑
j=1

´
Q

Hj · (f j − (gj1 + gj2)/2)dµ = ||f̄ − (ḡ1 + ḡ2)/2||1;ᾱ,β̄.

Условия 1) и 3) выполняются тогда и только тогда, когда

Hj(x) = sgnαj ,βj(f
j − (gj1 + gj2)/2)(x), ∀x ∈ Q\Zfj−(gj1+gj2)/2, j = 1, ...,m.

В силу определения h̄ и выполнения ( 3) получаем, что

Hj(x) = sgnαj ,βjh
j(x), ∀x ∈ Q\Zgj2−gj1 , j = 1, ...,m.

Покажем, что 0̄ ∈ P (ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄).
Пусть Ij = {i :

´
Q

Hj · uidµ = 0}, J j = {1, ..., n}\Ij, j = 1, ...,m. Так как ḡ1, ḡ2 ∈

P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄), то по лемме 1 ∀i ∈ J j aj,1i = aj,2i , j = 1, ...,m. Тогда функция запишется

в виде

hj(x) = |
∑
i∈Ij

(aj,1i − a
j,2
i )ui(x)| · sgn(f j − (gj1 + gj2)/2)(x), x ∈ Q,

и в силу теоремы 1, 0̄ ∈ P (ᾱ,β̄)

MI(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄) или 0̄ ∈ P (ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄). Учитывая лемму 2,
получаем противоречие.

Пусть теперь ω(t) = max
i=1,...,n

ω(ui, t), где

ω(ui, t) = sup{|ui(x1)− ui(x2)| : x1, x2 ∈ Q, ρ(x1, x2) ≤ t}, i = 1, ..., n,

E(x,M) = inf{ρ(x, y) : y ∈M}
и пусть

H ′′ = {h̄ ∈ C(Q,Rm)|∃ḡh ∈M(ε̄−δ̄, δ̄−ε̄) : |hj(x)| = ω(E(x, Zgjh
)), x ∈ Q, j = 1, ...,m}.
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Теорема 4. Пусть Nj = {i : εji = −∞, δji = +∞}. Для того, чтобы каждая функ-
ция f̄ ∈ C(Q,Rm) имела единственный элемент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения
в M(ε̄, δ̄), достаточно, а если ∀i /∈ Nj −∞ < εji < δji < +∞, j = 1, ...,m, то и
необходимо, чтобы каждая функция h̄ ∈ H ′′ имела единственный элемент наи-
лучшего (ᾱ, β̄)-приближения в M(ε̄− δ̄, δ̄ − ε̄).

Доказательство. Необходимость доказывается так же, как в теореме 3. Доста-
точность. Пусть каждая функция h̄ ∈ H ′′ имеет единственный элемент наилучше-
го (ᾱ, β̄)-приближения вM(ε̄− δ̄, δ̄− ε̄), но существует функция f̄ ∈ C(Q,Rm), для

которой P (ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄) содержит два различных элемента ḡ1 =

n∑
i=1

ā1
iui и ḡ2 =

n∑
i=1

ā2
iui,

где ā1
i = (a1,1

i , ..., am,1i ), ā2
i = (a1,2

i , ..., am,2i ), i = 1, ..., n. Тогда, ḡ1+ḡ2

2
∈ P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄), и

выполняются ( 2) и ( 3). Пусть

hj(x) = ω(E(x, Zgj1−g
j
2
)) · sgn(f j − (gj1 + gj2)/2)(x), x ∈ Q, j = 1, ...,m.

Так как
Zω(E(x,Z

g
j
1−g

j
2
)) ⊂ Zgj1−g

j
2
, j = 1, ...,m. (4)

то h̄ = (h1, ..., hm) ∈ H ′′.
В силу непрерывности, неубывания, полуаддитивности модуля непрерывности

и включения ( 4), получаем

|(gj1 − g
j
2)(x)| ≤

n∑
i=1

(δji − ε
j
i )ω(E(x, Zgj1−g

j
2
)), ∀x ∈ Q, j = 1, ...,m.

Таким образом, существует θ = max{
n∑
i=1

(δji − εji ), j = 1, ...,m} > 1 такое, что

∀x ∈ Q
|(gj1 − g

j
2)(x)| ≤ θ · |hj(x)|, j = 1, ...,m.

Cледовательно, ∀γ ∈ (0, 1)

(hj − γ

θ
(gj2 − g

j
1))(x) · (f j − (gj1 + gj2)/2)(x) ≥ 0, ∀x ∈ Q,

и ∀x ∈ Q\Zgj1−gj2

sgn(hj − γ

θ
(gj2 − g

j
1))(x) = sgn(f j − (gj1 + gj2)/2)(x), j = 1, ...,m. (5)

Так как ḡ1+ḡ2

2
∈ P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄,δ̄)
(f̄), то по теореме 1 (2) существует функция H̄ ∈

L∞(Q,Rm) такая, что
1) |Hj(x)|1/αj ,1/βj = 1, ∀x ∈ Q, j = 1, ...,m;
2)
´
Q

Hj · uidµ ≥ 0, если (aj,1i + aj.2i )/2 = δji ,
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´
Q

Hj · uidµ = 0, если εji < (aj,1i + aj.2i )/2 < δji ,
´
Q

Hj · uidµ ≤ 0, если (aj,1i + aj.2i )/2 = εji , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m;

3)
m∑
j=1

´
Q

Hj · (f j − (gj1 + gj2)/2)dµ = ||f̄ − (ḡ1 + ḡ2)/2||1;ᾱ,β̄.

или Hj(x) = sgnαj ,βj(f
j − (gj1 + gj2)/2)(x),∀x ∈ Q\Zfj−(gj1+gj2)/2, j = 1, ...,m.

Учитывая ( 5), получаем Hj(x) = sgnαj ,βj(h
j − γ

θ
(gj2 − g

j
1))(x), ∀x ∈ Q\Zgj1−gj2 ,

j = 1, ...,m.
Положим, как и в теореме 3, Ij = {i :

´
Q

Hj · uidµ = 0}, J j = {1, ..., n}\Ij,

j = 1, ...,m. По лемме 1 aj,1i = aj,2i , ∀i ∈ J j, и γ
θ
(gj2 − gj1) =

∑
i∈Ij

γ
θ
(aj,2i − aj,1i ) · ui,

j = 1, ...,m. A так как

εji − δ
j
i <

γ

θ
(aj,2i − a

j,1
i ) < δji − ε

j
i , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m,

то в силу теоремы 1 получаем, что γ
θ
(ḡ2 − ḡ1) ∈ P

(ᾱ,β̄)

MI(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄) или γ
θ
(ḡ2 − ḡ1) ∈

P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄), ∀γ ∈ (0, 1), что противоречит предположению.

Теорема 5. Каждая функция h̄ ∈ H ′′ имеет единственный элемент наилучше-
го (ᾱ, β̄)-приближения в M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄), тогда и только тогда, когда для лю-
бой ненулевой функции h̄ ∈ H ′′ ноль не является элементом наилучшего (ᾱ, β̄)-
приближения в M(ε̄− δ̄, δ̄ − ε̄).

Доказательство. Пусть каждая h̄ ∈ H ′′ имеет единственный элемент наилучше-
го (ᾱ, β̄)-приближения в M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄), но существует h̄1 ∈ H ′′ (h̄1 6= 0̄) такая,

что 0̄ ∈ P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄1). Так как h̄1 ∈ H ′′, то ∃ḡh1 =
n∑
i=1

ah1
i ui ∈ M(ε̄ − δ̄, δ̄ − ε̄),

где āh1
i = (a1,h1

i , ..., am,h1

i ), такая что |hj1(x)| = ω(E(x, Zgj
h̄1

)), j = 1, ...,m, x ∈ Q, и
Zhj1
⊂ Zgj

h̄1
−hj1

, j = 1, ...,m.

Существует θ > 1 такое, что θ|hj1(x)| ≥ |gj
h̄1

(x)|, j = 1, ...,m, что означает, что
(hj1 − g

j

h̄1
/θ)(x) · hj1(x) ≥ 0, j = 1, ...,m, ∀x ∈ Q.

Так как 0̄ ∈ P (ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄1), то по теореме 1 (3)

m∑
j=1

ˆ

Q

uj · sgnαj ,βjh
j
1dµ ≤

m∑
j=1

ˆ

Z
h
j
1

|uj|βj ,αjdµ,

для любой ū = (u1, ..., um) ∈ U(b̄∗), где bj∗i = 0, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.
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Для 1
θ
gj
h̄1

=
n∑
i=1

1
θ
aj,h1

i ui положим b̃ji = 1, если aj,h1

i /θ = δji − εji , b̃
j
i = 0, если

εji − δ
j
i < aj,h1

i /θ < δji − ε
j
i , b̃

j
i = −1 если aj,h1

i /θ = εji − δ
j
i , а так как θ > 1, то b̃ji = 0,

i = 1, ..., n, j = 1, ...,m. Следовательно U(b̄∗) = U (̃b̄).
Тогда для каждой ū ∈ U (̃b̄)

m∑
j=1

ˆ

Q

uj · sgnαj ,βj(h
j
1 − g

j

h̄1
/θ)dµ =

m∑
j=1

ˆ

Q\Z
h
j
1

uj · sgnαj ,βjh
j
1dµ−

−
m∑
j=1

ˆ

Z
h
j
1−g

j
h̄1
/θ
\Z

h
j
1

uj · sgnαj ,βjh
j
1dµ ≤

m∑
j=1

ˆ

Z
h
j
1−g

j
h̄1
/θ

|uj|βi,αidµ.

В силу теоремы 1 (3) получили противоречие предположению.
Пусть теперь ∀h̄ ∈ H ′′ (h̄ 6= 0̄) 0̄ /∈ P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄), но ∃h̄0 ∈ H ′′ такая, что

ḡ1 =
n∑
i=1

ā1
iui, ḡ2 =

n∑
i=1

ā2
iui ∈ P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄0), где āsi = (a1,s
i , ..., am,si ), s = 1, 2. Тогда,

ḡ1+ḡ2

2
∈ P (ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄0), и Zhj0−(gj1+gj2)/2 ⊂ Zgj2−g
j
1
, j = 1, ...,m.

Пусть

hj1(x) = ω(E(x, Z(gj2−g
j
1)/2)) · sgn(hj0 − (gj1 + gj2)/2)(x), x ∈ Q, j = 1, ...,m.

.
Ясно, что h̄1 = (h1

1, ..., h
m
1 ) ∈ H ′′, Zhj1 ⊂ Zgj2−g

j
1
, j = 1, ...,m.

Так как ḡ1+ḡ2

2
∈ P

(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄0), то по теореме 1 (2) существует H̄ =

(H1, ..., Hm) ∈ L∞(Q,Rm) такая, что
1) |Hj(x)|1/αj ,1/βj = 1, ∀x ∈ Q, j = 1, ...,m;
2)
´
Q

Hj · uidµ ≥ 0, если (aj,1i + aj.2i )/2 = δji − ε
j
i ,´

Q

Hj · uidµ = 0, если εji − δ
j
i < (aj,1i + aj.2i )/2 < δji − ε

j
i ,´

Q

Hj · uidµ ≤ 0, если (aj,1i + aj.2i )/2 = εji − δ
j
i , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m;

3)
m∑
j=1

´
Q

Hj · (hj0 − (gj1 + gj2)/2)dµ = ||h̄0 − (ḡ1 + ḡ2)/2||1;ᾱ,β̄;

или Hj(x) = sgnαj ,βj(h
j
0 − (gj1 + gj2)/2)(x), ∀x ∈ Q\Zhj0−(gj1+gj2)/2, j = 1, ...,m.

С другой стороны, Hj(x) = sgnαj ,βjh
j
1(x), ∀x ∈ Q\Zhj1 , j = 1, ...,m.

В силу теоремы 1 (2) получаем, что 0̄ =
∑
i∈I

0̄ · ui ∈ P
(ᾱ,β̄)

MI(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄1), а так

как множество элементов наилучшего приближения выпукло, то 0̄ =
n∑
i=1

0̄ · ui ∈

P
(ᾱ,β̄)

M(ε̄−δ̄,δ̄−ε̄)(h̄1).
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Из теорем 1 (3), 3, 4 и 5 получаем

Теорема 6. Пусть Nj = {i : εji = −∞, δji = +∞}. Для того, чтобы каждая функ-
ция f̄ ∈ C(Q,Rm) имела единственный элемент наилучшего (ᾱ, β̄)-приближения
вM(ε̄, δ̄), достаточно, а если ∀i /∈ Nj −∞ < εji < δji < +∞, j = 1, ...,m, то и необ-
ходимо, чтобы для любой функции h̄ = (h1, ..., hm) ∈ H ′(H ′′) h̄ 6= 0̄ существовала

функция ū = (u1, ..., um) ∈ U(0̄) = {
n∑
i=1

c̄iui(x) : c̄i = (c1
i , ..., c

m
i ), cji ∈ (−∞; +∞), j =

1, ...,m, i = 1, ..., n} такая, что

m∑
j=1

ˆ

Q

uj · sgnαj ,βjh
jdµ >

m∑
j=1

ˆ

Z
hj

|uj|βi,αidµ.
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