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Восстановление билинейных функционалев

в линейных нормированных пространствах"

Получена оценка сверху для погрешности восстаяовлення билинейных функционалов

в линейных нормированных пространствах.

Пусть Х, У - линейные нормированные пространства над полем

вещественных чисел. Будем рассматривать билинейный функционал

О8(Х,У), определенный на декартовом произведении линейных оболочек

множеств М. с Х , М. с У.Пусть далее на линейных оболочках :ножеств

_ М, заданы линейные информационные операторы
|

||

|

hy: Lin(M,) > R", Ъ:(М) >Rt. а;

Произвольный(не ‘обязательно билинейный) функционал |

F: R"x R'->R! . (2)
будем называть методом восстановления функционала 5 по информации hi,

Ь. Пусть также

R(x, y;h, by F) = | S@y) - Fed, by)|,

КИМ, М»Л,Б;Е):= Sup Ray lk F),
xeM,,yeM,

Rag(M:, M2) = Rag(Mi, Mo; S) = Inf Inf R(M,, М.1,5Е). (3)

В (3) шЁ берется по всевозможным информационным операторам вида(1) и

всевозможным мелодам восстановления Е вида (2). Величину
В(МьМ..БЕ) будем называть погрешностью метода Евосстановления

функционала $ на множествах Ми, М2 по информации ЦП, І, а величину

Rag(Mi, M2) - оптимальной погрешностью восстановления билинейного

функционала 5 на множествах М, М. Если существуют Ії, b, Е,
реализующие точные нижниегранив правой части (3), то будем называть

их оптимальной (п, а)-информацией и оптимальным методом ее

использования соответственно. | |
Задача оптимального восстановления билинейных функционалов ‘по.

видимому впервые рассматриваласьв[1]. В указанной работе получены

 

картеправеBRITаа
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информация и наилучший метод ее использования в случае, когда

множества М, М» задаются сверткой ядер с единичными шарами в

гильбертовых пространствах. В [2] задача решена для классов функций,

задаваемых ядрами, не увеличивающими осцилляцию. Там же приведена
общая схема построения наилучшей информации и оптимального метода ее
использования. В [3; 4] изложены дальнейшие результаты оптимального

восстановления  билинейных функционалов как B линейных

нормированных, так и в конкретных функциональных пространствах. В
теореме 1 настоящей работыполучена оценка сверху величиныКи(М, М.)

в случае восстановления билинейных функционалов в линейных
нормированных пространствах.

Пусть У - рефлексивное пространство, У’ - сопряженное к У

пространство, В: Ми(М!) -> У’ - линейный ограниченный оператор,
функционал $5(х,у) задается формулой

S(xy) = (Bx, y) = (Вх) (у) ©

В дальнейшем множество М> будет определяться следующим образом.

Пусть 2 - линейное нормированное пространство, А: 1 -> У - линейный
непрерывный оператор, Кег А, 1 А - ядро и образ оператора А

соответственно. Тогда У = (ип A)®(Im А)’, где (п А) - алгебраическое
дополнение Im A B пространстве У. Аналогично 7 = (Ker А)Ф(Кег А)’.
Заметим, что алгебраические дополнения определяются, вообще говоря,

- неоднозначно. В дальнейшем они будут произвольными, но
фиксированными множествами. Для заданных оператор А и
произвольного подпространства М < (т А)таких, что

l-=dimKerA<o, m:=dimM<o,

положим

M2 = {yo + Az | yo € M,ze (Ker A)’,|| 2| |; «1). (5)

. Ф

Определим центрально-симметричноє множествоРо7 и 1-мерное

‚ подпространство Нс7”следующим образом:

PCH={peZ’ | (р, 2) = 0 для всех 2 €(Ker A)), (6)

“Условие А. Пусть q >т, п = а +Ти на линейной оболочке
Нт(РФА’ВМ,) с 7 множества’ РФА*ВМ, определены линейные

- *

непрерывные функционалы 0 1,..зана такие, что для произвольного
. *

feA BM,
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«Хо(РФА"ВМ,,7), (7)

 

n~-m . .

I >. а, (Е);
1=1 7"

где ^.(РФА’ВМ,, Z) - линейный п-поперечник множества РФА’ВМ, в

пространстве Z Фі могут быть представленыв виде

==Nj+ hing ERO; eZ’,h, eH. | (8)

| Определим функционалы а(х):= а(АВ =1.....п- тм. Рассмотрим

множество. | Пе

Т = Lin{x € M,|Haiinerca ус ЄМ такой,что 5(х,у) - 0).

Не уменьшая общности, можно считать, что для любого

Yo €M,y, #0 найдется хеМ, такой, что 5(х,у}0. Поэтому можем

считать, что т Т =м. Пусть Т= Lin{x,,...x.,}. Для произвольного
. в ж a з

x €Lin(M,), x= a,X,+..4a,%,+% , где 5(х ,уу,) 2 0 для всех у, ЄМ,

определим функциональт6; (х) = а,,1 1,...т. Положим по определению

з (вірнаднодано, (9)

Зафиксируем злементь Ці,-Й, Є Х Takue, uToM = Lin{p,,...,u,},

(хі, цу)єбьр (бі - символ Кронекера), и для произвольного

y = aM, t..t+a,p,, + Az, ze(KerA)~ определим функционалы

Bi(y) = a;, j= 1,...m; ¥;(y) = (Ф;,2), ] = Ъ...,9 - т. Положим по определению

Г. = (В,,....Вы»Уть--Уа-ш). (10)
.

Зададим метод использования информации (9), (10) следующей
формулой:

ВОГО) є LSCORO)+2HOO)Enh @0

где числа т; определеныв (8).

Рассмотрим погрешность восстановления функционала S(x, y) Ha
элементах хЕМ,, у=у, +А2 ЕМ,этим методом.

(ху) - ЕПОХУ(у)=

 

= (Вх,уд) - 25;(%)B,(9) + (Bx,Az) — 5.469ти0) =
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т в a-m . . я |

(ВхУс) - 5.59) + (А Вх,2) - 2 а; (А Bx)Уч,У) =

 

— —
— —(A'Bx,2)~"a(A’Bx)En,(0,2)

іє - їв

    

* nm * wm |

(А Вх- у а (А Вх) пФ» 2)
. 1= же

Так как В, из (8) всем ze(KerA)*, то с учетом (5) последне:

равенство может быть продолженотак:

[56.у)-Е"),=
п-т

* * з q-m

(А Вх- 2 a; (A Bx)Фр 2) <

  

<

 

"вхо 7 a;(ABx)q;
i=l

 

2

Таким образом,с учетом соотношения(7) доказана следующая

Теорема . Пусть М, - произвольное центрально-симметрическое

множество, М> задается формулой (5), множество Р определяется в (б), и

пусть выполнено условие А. Тогда для функционала $(х‚у), определяемого

формулой(4), справедливо неравенство

В.«(Мь, М))< Аж.(РФА’ВМ,,2).

При этом информация и метод ее использования, обеспечивающие

указанную погрешность, задаются равенствами(9), (10), (11).
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