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Отримано аналог тотожнiстi Дедекiнда для фаззi-груп, а також умови за яких
фаззi-пiдгрупа фаззi-групи буде мати доповнення.
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Получен аналог тождества Дедекинда для фаззи-групп, а также условия, при

которых фаззи-подгруппа будет иметь дополнение.
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Very important role in abstract group theory play a Dedekind’s modular law. It was

proved modular law for fuzzy groups. It was obtained conditions for a fuzzy subgroup
has a direct complement.
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Л. А. Заде ввiв поняття фаззi-пiдмножини в 1965 роцi. Його iдеї визначили

новi напрями дослiджень i викликали iнтерес в усьому свiтi. В 1971 роцi Азрiель
Розенфiлд використовує поняття фаззi-пiдмножини деякої множини для того, щоб
ввести поняття фаззi-пiдгрупи. Робота А. Розенфiлда включає дослiдження в аб-
страктнiй фаззi-алгебрi.

А. Розенфiлд у [2], при формулюваннi поняття фаззi-пiдгруп також заклав ос-
нову дослiджень структури решiток фаззi-множин. У [3] було розпочато такi ж
дослiдження в областi теорiї фаззi-пiдгруп. Так у роботах [3; 4] побудовано ре-
шiтку всiх фаззi-пiдгруп даної групи G за звичайним порядком включення фаззi-
множин, зокрема, було доведено, що спецiальний клас нормальних фаззi-пiдгруп
утворює модулярну пiдрешiтку решiтки всiх фаззi-пiдгруп.

У данiй роботi доведено аналог тотожностi Дедекiнда для фаззi-груп, а також
розглянуто деякi питання доповнення фаззi-пiдгруп.

Функцiю µ : X 7→ [0, 1] будемо називати фаззi-пiдмножиною множини X. Мно-
жину всiх таких функцiй будемо позначати FP (X).

Множину {µ(x)| x ∈ X}, де µ ∈ FP (X), будемо називати образом µ, а множину
Supp(µ) = {x ∈ X| µ(x) > 0} – носiєм µ. Нехай Y ⊆ X та a ∈ [0, 1]. Визначимо
функцiю

χ(Y, a) =

{
a, якщо x ∈ Y
0, якщо x /∈ Y.
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Зокрема, якщо Y = {y}, то χ(y, a) називають фаззi-точкою.
Нехай µ, ν ∈ FP (X). Будемо говорити, що µ ⊆ ν якщо для довiльного x ∈ X

має мiсце нерiвнiсть µ(x) ≤ ν(x).
Нехай M є пiдмножина [0, 1], тодi через ∧M позначимо найбiльшу нижню гра-

ницюM , а через ∨M – найменшу верхню границюM . У випадку, колиM = {a, b},
замiсть ∧M (вiдповiдно ∨M) будемо писати a ∧ b (вiдповiдно a ∨ b).

На множинi FP (X) визначимо операцiї ∪ i ∩:

(µ ∪ ν)(x) = µ(x) ∧ ν(x),

(µ ∩ ν)(x) = µ(x) ∧ ν(x),

для довiльного x ∈ X.
Нехай µ, ν – фаззi-множини на групi G, визначимо операцiю • за наступним

правилом:

(µ • ν)(x) =
∨

y,z∈G,yz=x

(µ(y) ∧ ν(z)).

Зазначимо, що (µ • ν)(x) =
∨
y∈G(µ(y) ∧ ν(y−1x)) =

∨
z∈G(µ(xz−1) ∧ ν(z).

Нехай µ ∈ FP (G) i x ∈ X, покладемо µ−1(x) = µ(x−1).
Нехай G – група, на якiй задана мультиплiкативна бiнарна операцiя. Одинич-

ний єлемент G будемо позначати через e, щоб уникнути плутанини з числом 1.
Нагадаємо, що фаззi-групою на G називається вiдображення γ : G → [0, 1], яке
задовольняє наступнi умови:

1) γ(xy) ≥ γ(x) ∧ (y), для довiльних x, y ∈ G,
2) γ(x−1) ≥ γ(x), для довiльних x ∈ G.
Множину всiх фаззi пiдгруп групи G, будемо позначати через F (G).
Якщо γ, µ – фаззi-групи на G та γ ⊆ µ, то будемо говорити, що γ є фаззi-

пiдгрупою µ i позначати це символом γ � µ .
Для пiдгруп групи G має мiсце наступне твердження, яке називають тотож-

нiстю Дедекiнда:

Твердження 1. Нехай G – група i H,K,L ≤ G припустимо, що K ≤ L, тодi
(HK) ∩ L = (H ∩ L)K. Зокрема, якщо HK = KH, то 〈H,K〉 ∩ L = 〈H ∩ L,K〉.

Розглянемо спочатку аналог для фаззi-пiдгруп першої частини твердження 1.

Твердження 2. Нехай G – група α, β, γ ∈ F (G) i α � β, тодi (γ•α)∩β = (γ∩β)•α.

Доведення.

[(γ•α)∩β](x) = (γ•α)(x)∧β(x) = [
∨
uv=x

γ(u)∧α(v)]∧β(x) =
∨
uv=x

γ(u)∧α(v)∧β(x) =

=
∨
uv=x

γ(u)∧α(v)∧β(uv) =
∨
uv=x

γ(u)∧β(uv)∧α(v) ≥
∨
uv=x

γ(u)∧β(u)∧β(v)∧α(v) ≥
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≥
∨
uv=x

γ(u) ∧ β(u) ∧ α(v) ∧ α(v) =
∨
uv=x

γ(u) ∧ β(u) ∧ α(v) =
∨
uv=x

(γ ∩ β)(u) ∧ α(v) =

= [(γ ∩ β) • α](x)

Таким чином (γ • α) ∩ β ≥ (γ ∩ β) • α.
Навпаки

[(γ ∩ β) • α](x) =
∨
uv=x

γ(u) ∧ β(u) ∧ α(v) =
∨

u=xv−1

γ(xv−1) ∧ β(xv−1) ∧ α(v) ≥

≥
∨

u=xv−1

γ(xv−1) ∧ β(x) ∧ β(v−1) ∧ α(v) ≥
∨

u=xv−1

γ(xv−1) ∧ β(x) ∧ α(v) ∧ α(v) =

=
∨

u=xv−1

γ(xv−1) ∧ β(x) ∧ α(v) =
∨

u=xv−1

γ(xv−1) ∧ α(v) ∧ β(x) = (γ • α)(x) ∧ β(x) =

= [(γ • α) ∩ β](x).

Отже, (γ • α) ∩ β ≤ (γ ∩ β) • α.

Нехай µ ∈ FP (G). Тодi 〈µ〉 =
⋂
{ν | µ ⊆ ν, ν ∈ F (G)} будемо називати фаззi-

пiдгрупою G породженою µ.
Iншими словами, 〈µ〉 – найменша фаззi-пiдгрупа, яка мiстить у собi µ.

Теорема 1. (Критерiй фаззi пiдгрупи [1]) Нехай µ ∈ FP (G) тодi µ ∈ F (G) тодi
i тiльки тодi, коли µ • µ ⊆ µ i µ−1 ⊆ µ.

Лема 1. Нехай α, β ∈ F (G), i α • β = β • α, тодi 〈α, β〉 = (α • β) ∪ α ∪ β.

Доведення. Нехай γ = (α • β) ∪ α ∪ β. Очевидно, що α ⊆ (α • β) ∪ α ∪ β i
β ⊆ (α • β) ∪ α ∪ β. Крiм того ((α • β) ∪ α ∪ β)−1 = (α • β) ∪ α ∪ β. Покажемо, що
γ • γ ⊆ γ.

(γ • γ)(x) =
∨
uv=x

[α(u) ∨ β(u) ∨ (α • β)(u)] ∧ [α(v) ∨ β(v) ∨ (α • β)(v)] ≤

≤ α(x)∨(α•β)(x)∨ [α•(α•β)](x)∨(β •α)(x)∨β(x)∨ [β •(α•β)](x)∨ [(α•β)•α](x)∨

∨[(α • β) • β](x) ∨ (α • β)(x) = [α ∪ β ∪ (α • β)](x) = γ(x)

Отже, (α •β)∪α∪β ∈ F (G). Таким чином 〈α, β〉 ⊆ (α •β)∪α∪β. Нехай тепер
µ ∈ F (G) така, що α ⊆ µ i β ⊆ µ. Тодi α ∪ β ⊆ µ, крiм того α • β ⊆ µ, а отже
(α • β) ∪ α ∪ β ⊆ µ, а це означає, що (α • β) ∪ α ∪ β ⊆ 〈α, β〉, що у свою чергу
означає, що (α • β) ∪ α ∪ β = 〈α, β〉.
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Розглянемо тепер аналог другої частини тотожностi Дедекiнда для фаззi пiд-
груп.

Твердження 3. Нехай G – група α, β, γ ∈ F (G), α • β = β • α i β ≺ γ, тодi
〈α, β〉 ∩ γ = 〈α ∩ γ, β〉.

Доведення.

[〈α, β〉∩γ](x) = 〈α, β〉(x)∧γ(x) = [(α•β)∪α∪β](x)∧γ(x) = [(α•β)(x)∨α(x)∨β(x)]∧γ(x) =

= [(α•β)(x)∧γ(x)]∨[α(x)∧γ(x)]∨[β(x)∧γ(x)] = [(α•β)(x)∧γ(x)]∨(α∩γ)(x)∨β(x) =

= [(α•β)∩γ](x)∨(α∩γ)(x)∨β(x) = [(α∩γ)•β](x)∨(α∩γ)(x)∨β(x) = 〈α∩γ, β〉(x)

Таким чином, враховуючи результати твердження 2 та твердження 3, має мiсце
наступна теорема

Теорема 2. Нехай G – група, α, β, γ – фаззi-групи на G. Припустимо, що β � γ,
тодi (α•β)∩γ = (α∩γ)•β. Зокрема, якщо α•β = β •α то 〈α, β〉 ∩ γ = 〈α ∩ γ, β〉.

Наслiдок 1. Нехай G – група i γ – фаззi-група на G. Тодi решiтка всiх нормаль-
них фаззi-пiдгруп γ є модулярною.

У випадку, коли γ = χ(G, 1), останнє твердження було отримано в роботах [3, 4].
Нехай α, γ ∈ F (G), де α � γ, тодi фаззi-пiдгрупу β ∈ F (G), де β � γ будемо

називати доповненням α до γ якщо γ = α • β i α ∩ β = χ(e, γ(e)).

Твердження 4. Нехай α, γ ∈ F (G) i Supp(α) = H, Supp(γ) = G, де G = HK,
H ∩ K = 〈e〉, i нехай iснує фаззi-пiдгрупа β ∈ F (G) така, що Supp(β) = K, i
γ = α•β тодi α(e) = γ(e) = β(e) i α(x) = γ(x), для довiльного x ∈ H i β(x) = γ(x),
для довiльного x ∈ K.

Доведення. Нехай h ∈ H i k ∈ K, тодi

γ(h) = (α • β)(h) =
∨
uv=h

α(u) ∧ β(v) = α(h) ∧ β(e) = α(h),

γ(k) = (α • β)(k) =
∨
uv=k

α(u) ∧ β(v) = α(e) ∧ β(k) = β(k).

Теорема 3. Нехай G – група, H, K < G, G = HK, H∩K = 〈e〉, γ ∈ F (G), i нехай
Supp(γ) = G, тодi якщо

∨
{γ(x)|x ∈ (H ∪K) \ {e}} ≥

∨
{γ(x) | x ∈ G \ (H ∪K)},

то звуження фаззi-пiдгрупи γ на K є доповненням звуження γ на H, тобто
γ = γ|H • γ|K.
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Доведення. Нехай α = γ|H , β = γ|K .
Тодi за теоремою 4 для довiльних h ∈ H i k ∈ K будемо мати: γ(h) = (α • β)(h)

i γ(k) = (α • β)(k).
Розглянемо довiльний елемент x ∈ G \ (H ∪K), тодi

(α•β)(x) =
∨
uv=x

α(u)∧β(v) =
∨

hk=x, h∈H, k∈K

α(h)∧β(k) =
∨

hk=x, h∈H, k∈K

γ(h)∧γ(k) ≤ γ(x).

З iншого боку:

(α • β)(x) =
∨

hk=x, h∈H, k∈K

α(h) ∧ β(k) =
∨
h∈H

γ(h−1x) ∧ γ(h) ≥ γ(x) ∧ (
∨
h∈H

γ(h)).

Аналогiчно:

(α • β)(x) =
∨

hk=x, h∈H, k∈K

α(h) ∧ β(k) =
∨
k∈K

γ(xk−1) ∧ γ(k) ≥ γ(x) ∧ (
∨
k∈K

γ(k)).

За умовою
∨
{γ(x) | x ∈ (H ∪K) \ {e}} ≥

∨
{γ(x) | x ∈ G \ (H ∪K)}, а отже

(α • β)(x) ≥ γ(x). Таким чином має мiсце рiвнiсть (α • β)(x) = γ(x).

Наслiдок 2. Наслiдок Нехай G – елементарна абелева група, γ ∈ F (G), i нехай
Supp(γ) = G, тодi довiльне звуження γ на довiльну власну пiдгрупу групи G має
доповнення.

Доведення. Розглянемо довiльну власну пiдгрупуH групиG. Позначимо α = |H .
Якщо

∨
{γ(x) | x ∈ H \ {e}} =

∨
{γ(x) | x ∈ G \ {e}}, тодi розглянемо довiльне

доповнення K пiдгрупи H до G. За твердженням 3 будемо мати γ = α • γ|K .
Якщо

∨
{γ(x) | x ∈ H \ {e}} <

∨
{γ(x) | x ∈ G \ {e}}, то, зважаючи на те, що

G – елементарна абелева група, iснує доповнення K пiдгрупи H до G, таке, що∨
{γ(x) | x ∈ K \ {e}} =

∨
{γ(x) | x ∈ G \ {e}}. Знову за твердженням 3 будемо

мати γ = α • γ|K .
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