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Оптимальное восстановление свертки
n-функций из различных классов
по линейной информации

Найдены оптимальная линейная информация и оптимальный метод ее использо-
вания для восстановления свертки n-функций на некоторых выпуклых центрально-
симметричных множествах 2π-периодических функций.

Ключевые слова: восстановление, свертка n-функций, линейная информация.

Знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю та оптимальний метод її використання
для вiдновлення згортки n-функцiй на деяких опуклих центрально-симетричних
множинах 2π-перiодичних функцiй.

Ключовi слова: вiдновлення, згортка n-функцiй, лiнiйна iнформацiя.

We found the optimal information and the optimal method of its use to recovery
of the convolution of n-functions on some convex and centrally-symmetric classes of
2π-periodic functions.

Key words: recovery, convolution of n-functions, linear information.
Пусть C и Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, – пространства 2π-периодических

функций x : R → R с соответствующими нормами ‖ · ‖C и ‖ · ‖Lp .
Пусть также M1,M2, ...,Mn ⊂ L1 – некоторые классы функций;
x1 ∈M1, x2 ∈M2, . . . , xn ∈Mn;

(x1 ∗ x2)(τ) =

2πˆ

0

x1(τ − t)x2(t)dt

— свертка двух функций x1 и x2, а

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2πˆ

0

· · ·
2πˆ

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

– свертка n-функций x1, x2, ..., xn.
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Будем предполагать, что для j = 1, ..., n на множествах span(Mj) заданы
наборы Tj, Tj = (Tj,1, Tj,2, ..., Tj,mj) линейных непрерывных функционалов

Tj,l : span(Mj)→ R, l = 1, ...,mj.

Векторы

Tj(xj) = (Tj,1(xj), Tj,2(xj), ..., Tj,mj(xj)) ∈ Rmj , xj ∈Mj, j = 1, ..., n

будем называть линейной информацией об x1, x2,..., xn типа (m1,m2, ...,mn) (или
(m1,m2, ...,mn)-информацией). Произвольное отображение

Φ : Rm1 × Rm2 × . . .× Rmn → Lp

назовем методом восстановления свертки x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn по (m1,m2, ...,mn)-
информации в пространстве Lp.

Положим:

R(x1, x2, ...xn;T1, T2, ..., Tn; Φ)(t) = (x1∗x2∗...∗xn)(t)−Φ(T1(x1), T2(x2), ..., Tn(xn))(t),

R(M1,M2, ...,Mn;T1, T2, ..., Tn; Φ;Lp) =

= sup
xj∈Mj,
j=1,...,n

‖R(x1, x2, ..., xn;T1, T2, ..., Tn; Φ)(·)‖Lp , (1)

R(M1,M2, ...,Mn;T1, T2, ..., Tn;Lp) = inf
Φ
R(M1,M2, ...,Mn;T1, T2, ..., Tn; Φ;Lp), (2)

Rm1,m2,...,mn(M1,M2, ...,Mn;Lp) = inf
T1,T2,...,Tn

R(M1,M2, ...,Mn;T1, T2, ..., Tn;Lp) (3)

(inf
Φ

берется по всевозможным методам восстановления, а inf
T1,T2,...,Tn

— по

всевозможным наборам функционалов, дающим (m1,m2, ...,mn)- информацию об
(x1, x2, ..., xn);

RN(M1,M2, ...,Mn;Lp) = inf
m1+m2+...+mn=N

Rm1,m2,...,mn(M1,M2, ...,Mn;Lp). (4)

Величину (1) назовем погрешностью метода Φ восстановления свертки n-функций
x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn на классах M1,M2, ...,Mn по информации T1, T2, ..., Tn в простран-
стве Lp; величину (2) – оптимальной погрешностью восстановления x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn
на классахM1,M2, ...,Mn по заданной информации типа (m1,m2, ...,mn); величину
(3) – оптимальной погрешностью восстановления x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn на M1,M2, ...,Mn

по (m1,m2, ...,mn) - информации; и, наконец, величину (4) – оптимальной
погрешностью восстановления x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn на M1,M2, ...,Mn по информации
суммарного объема N .

Если при заданных T1, T2, ..., Tn существует метод Φ∗, реализующий inf
Φ

в
правой части (2), то будем называть Φ∗ оптимальным методом использования
данной информации. Если существуют T ∗1 , T

∗
2 , ..., T

∗
n , реализующие нижнюю
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грань в правой части (3), то будем их называть оптимальной (m1,m2, ...,mn) -
информацией для восстановления x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn наM1,M2, ...,Mn в пространстве
Lp.

Числа m0
1,m

0
2, ...,m

0
n, реализующие inf в (4), будем называть оптимальными

объемами информации об x1, x2, ..., xn, а оптимальную (m0
1,m

0
2, ...,m

0
n) - информа-

цию – оптимальной информацией суммарного объема N об x1, x2, ..., xn.
Будем изучать следующую задачу оптимального восстановления свертки

n-функций по линейной информации о сворачиваемых функциях.
Пусть заданы классы функций M1,M2, . . . ,Mn и p ∈ [1,∞], N ∈ N. Требуется

найти величину (4), оптимальные объемы m∗1,m
∗
2, . . . ,m

∗
n информации (m∗1 +m∗2 +

. . . + m∗n = N), оптимальную (m∗1,m
∗
2, . . . ,m

∗
n)-информацию T ∗1 , T

∗
2 , ..., T

∗
n , а также

оптимальный метод Φ∗ ее использования.
Задача об оптимальном восстановлении свертки двух функций из различных

функциональных классов была рассмотрена в [1]. Там же приведены первые
результаты по ее решению. По поводу дальнейших результатов в этом направ-
лении см. [2].

Определим множества Mj(Tj) так:

Mj(Tj) = {xj ∈Mj : Tj(xj) = 0} , j = 1, ..., n,

и пусть

M(Tj) := M1 ×M2 × ...×Mj−1 ×Mj(Tj)×Mj+1 × ...×Mn, j = 1, ..., n.

Оценку снизу для величины (1), а следовательно, и величины (2), дает следую-
щая лемма, которая приведена в [4].

Лемма 1. Пусть множества M1,M2, . . . ,Mn выпуклы и центрально-
симметричны. Тогда для любых наборов функционалов T1, T2, ..., Tn и любого
метода восстановления Φ

R(M1,M2, ...,Mn;T1, T2, ..., Tn; Φ;Lp) ≥

≥ max
j=1,...,n

sup
(x1,x2,...,xn)∈M(Tj)

‖(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp .

Замечание 1. В конкретных ситуациях одно или несколько множеств Mi

могут обладать следующим свойством: если xi ∈ Mi, то для любого u ∈ Hi (Hi –
заданное конечномерное подпространство H) u + xi ∈ Mi Если, например, таким
свойством обладает M1, то в силу леммы 1

R(M1,M2, ...,Mn;T1, T2, ..., Tn; Φ;Lp) ≥

≥ sup
u∈H1

sup
x1∈M1(T1)

‖((u+ x1) ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp = +∞,

если u∗x2∗ ...∗xn 6= 0 для некоторых u ∈ H1, x1 ∈M1(T1). Таким образом, для того
чтобы величина R(M1,M2, ...,Mn;T1, T2, ..., Tn; Φ;Lp) была в этом случае конечной,
необходимо, чтобы восстановление свертки на подпространствах Hi было точным.
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Пусть Fp – единичный шар в Lp, K ∈ L1, µ = µ(K) = 1, если
2π́

0

Kdt = 0 и

µ = µ(K) = 0, если
2π́

0

Kdt 6= 0 . Через K ∗ Fp обозначим класс функций вида

x = aµ+K ∗ ψ, где a ∈ R, ψ ∈ Fp, ψ ⊥ µ. В дальнейшем будем предполагать, что
Mj = Kj ∗ Fpj, j = 1, ..., n , где Kj ∈ L1.

Пусть dN(M,C) обозначает n-поперечник по Колмогорову множества M в
пространстве C (см., напр., [3, с.109]).

Теорема 1. Пусть K1, K2, ..., Kn ∈ L1. Тогда для любых наборов функционалов
Tj = (Tj,1, Tj,2, ..., Tj,mj), j = 1, ..., n, Tj,l : span (Kj ∗ F1) → R, l = 1, ...,mj и любого
метода восстановления Φ

R(K1 ∗ F1, K2 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;T1, T2, ..., Tn; Φ;L1) ≥

≥ dmin{m1,m2,...,mn}((K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn)(−·) ∗ F∞, C).

Доказательство. Поскольку мы оцениваем R(K1 ∗ F1, K2 ∗ F1, ..., Kn ∗
F1;T1, T2, ..., Tn; Φ;L1), в случае µ1 = µ2 = ... = µn = 0 полагаем T1, T2, ..., Tn
произвольными, а в случае, когда µ1 = µ2 = ... = µn = 1, полагаем T1, T2, ..., Tn

такими, что функционалы Tj,0(xj) =
2π́

0

xjdt, j = 1, ..., n являются линейными

комбинациями функционалов Tj,l, l = 1, ...,mj (см. замечание 1). Первый случай
был представлен в работе [4]. Докажем второй случай.

Пусть, для определенности, min{m1,m2, . . . ,mn} = m1.
Для x1, x2, ..., xn вида xj = ajµj +Kj ∗ ψj ∈ Kj ∗ Fpj в силу леммы 1 нам

достаточно доказать неравенство

A1 := sup
x1∈(K1∗F1)(T1),

x2∈K2∗F1,...,xn∈Kn∗F1

‖(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(·)‖L1
≥ dm1(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C).

Имеем

A1 = sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

‖(K1 ∗ ψ1) ∗ (K2 ∗ ψ2) ∗ ... ∗ (Kn ∗ ψn)(·)‖L1 =

= sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

‖(K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn ∗ ψ1 ∗ ψ2 ∗ ... ∗ ψn)(·)‖L1 =

= sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

sup
φ∈F∞

2πˆ

0

(K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn ∗ ψ1 ∗ ψ2 ∗ ... ∗ ψn)(t)φ(t)dt =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

2πˆ

0

((K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u)(ψ1 ∗ ψ2 ∗ ... ∗ ψn)(u)du =
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= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n−1,

T1(K1∗ψ1)=θ

max
t

2πˆ

0

((K1∗K2∗. . .∗Kn)(−·)∗φ)(u)(ψ1∗ψ2∗...∗ψn−1)(u−t)du =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n−1,

T1(K1∗ψ1)=θ

2πˆ

0

((K1∗K2∗. . .∗Kn)(−·)∗φ)(u)(ψ1∗ψ2∗...∗ψn−1)(u)du = . . . =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,2,

T1(K1∗ψ1)=θ

2πˆ

0

((K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u)(ψ1 ∗ ψ2)(u)du =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1,ψ1⊥µ1,
T1(K1∗ψ1)=θ

2πˆ

0

((K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u)ψ1(u)du.

Функционалы T1,1, T1,2, ..., T1,m1 допускают непрерывные продолжения
T ′1,1, T

′
1,2, ..., T

′
1,m1

на все пространство L1, причем в случае µ1 = µ2 = ... = µn = 1
эти продолжения можно выбрать такими, чтобы определенный на всем L1

функционал T1,0 был линейной комбинацией функционалов T ′1,1, T
′
1,2, ..., T

′
1,m1

.
Пусть функционалы T ′1,j имеют вид

T ′1,j(x1) =

2πˆ

0

x1(t)g1,j(t)dt, j = 1, ...,m1,

где g1,j – фиксированные функции из L∞. Ясно, что при µ1 = µ2 = ... = µn = 1
функция g1,0 ≡ 1 является линейной комбинацией функций g1,1, g1,2, ...g1,m1 , откуда
следует, что функции K1(−·)∗g1,1, K1(−·)∗g1,2, ..., K1(−·)∗g1,m1 линейно зависимы.

Условие T1(K1 ∗ ψ1) = θ означает, что для j = 1, ...,m1

2πˆ

0

(K1 ∗ ψ1)(t)g1,j(t)dt = 0,

или
2πˆ

0

2πˆ

0

K1(t− τ)ψ1(τ)dτg1,j(t)dt = 0,

или
2πˆ

0

ψ1(τ)

2πˆ

0

K1(t− τ)g1,j(t)dtdτ = 0.

Таким образом, условие T1(K1 ∗ψ1) = θ означает, что ψ1 ⊥ K1(−·)∗g1,j для любого
j = 1, . . . ,m1. Поэтому, учитывая теорему двойственности С. М. Никольского
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(см. [3, с. 120] предложение 3.4.4), получаем

A1 = sup
φ∈F∞

sup
ψ1∈F1,ψ1⊥µ1,

ψ1⊥K1(−·)∗g1,j , j=1,...,m1

2πˆ

0

((K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u)ψ1(u)du =

= sup
φ∈F∞

E((K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ);H(T1))C , (5)

где E(x;H(T1))C – наилучшее приближение функции x подпространством

H(T1) = span{K1(−·) ∗ g1,1, K1(−·) ∗ g1,2, ..., K1(−·) ∗ g1,m1}

в пространстве C. Из определения функций g1,1, g1,2, ..., g1,m1 следует, что как в
случае µ1 = µ2 = ... = µn = 0, так и в случае µ1 = µ2 = ... = µn = 1, dimH(T1) ≤
≤ m1, и из (5), учитывая определение поперечника по Колмогорову, получаем

A1 ≥ dm1((K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn)(−·) ∗ F∞, C).

Теорема 1 доказана.
Обозначим через HT

2s−1, s ∈ N множество тригонометрических полиномов по-
рядка, не выше s−1. Непрерывнoе на (0, 2π) и не являющeeся тригонометрическим
полиномом ядро K будем называть CVD - ядром (и писать K ∈ CVD), если для
любых a ∈ R, φ ∈ C, φ ⊥ µ = µ(K) будет ν(aµ + K ∗ φ) ≤ ν(φ), где ν(g) – число
перемен знака функции g на периоде. Ряд вопросов теории CVD-ядер изложен в
[5;6].

Пусть K ∈ CVD . Тогда оно удовлетворяет условиям теоремы 4.1 из [7] и,
следовательно, если ϕs(t) = sign sin st, σ – точка абсолютного максимума или
абсолютного минимума функции K ∗ ϕs, то существует единственный полином
Ps = Ps(K) ∈ HT

2s−1, интерполирующий K(t) в точках σ + mπ
s
,m ∈ Z , если

все точки σ + mπ
s
,m ∈ Z, являются точками непрерывности K. Если же K

разрывно в нуле и 0 ∈ {σ + mπ
s
|m ∈ Z}, то существует единственный полином

Ps = Ps(K) ∈ HT
2s−1, интерполирующий K(t) в точках σ + mπ

s
6≡ 0(mod 2π).

Полином Ps = Ps(K) (см. [7] теоремы 2.4, 4.2 и §5, [8] ) является полиномом
наилучшего L1-приближения для K и при этом

‖K − Ps‖L1 = ‖K(−·)− Ps(−·)‖L1 = ‖K ∗ ϕs‖∞ =

= d2s−1(K ∗ F∞;C) = d2s−1(K(−·) ∗ F∞;C). (6)

Ниже, рассматривая задачу оптимального восстановления свертки x1 ∗ x2 ∗ . . .
. . . ∗ xn, где x1 ∈ K1 ∗F1, x2 ∈ K2 ∗F1, . . . xn ∈ Kn ∗F1, мы будем предполагать, что
ядра K1, K2, . . . , Kn таковы, что K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn ∈ CVD.

Пусть aj(x), bj(x)– коэффициенты Фурье функции x ∈ L1, т.е.

aj(x) =
1

π

2πˆ

0

x(t) cos jtdt, bj(x) =
1

π

2πˆ

0

x(t) sin jtdt,
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cj(x) =
aj(x)− ibj(x)

2
, c−j(x) =

aj(x) + ibj(x)

2
, j = 0, 1, ....

Положим
αj =

cj(Pn(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn))

cj(K1)cj(K2)...cj(Kn)
, j = ±1, ...,±(s− 1), (7)

α0 вычисляется по формуле (7), если µ(K1) = µ(K2) = ... = µ(Kn) = 0, и α0 =
= (2π)n−1 – в прoтивном случае. Отметим, что из предположенияK1∗K2∗. . .∗Kn ∈
CVD следует, что все коэффициенты cj(K1), cj(K2), ..., cj(Kn) при любом j ∈ Z
отличны от нуля.

Пусть

Tl
∗(xl) = (a0(xl), a1(xl), ..., aN−1(xl), b1(xl), ..., bN−1(xl)), l = 1, ..., n. (8)

Φ∗(T1
∗(x1), T2

∗(x2), ..., Tn
∗(xn))(t) =

s−1∑
j=−(s−1)

αjcj(x1)...cj(xn)eijt. (9)

Тогда, если x1 = a′1µ1 +K1 ∗ ψ1 ∈ K1 ∗ F1, x2 = a′2µ2 +K2 ∗ ψ2 ∈ K2 ∗ F1, ...,
xn = a′nµn +Kn ∗ψn ∈ Kn ∗F1, где a′j ∈ R, j = 1, n, то, учитывая тот факт, что для
g1, g2, ..., gn ∈ L1

cj(g1 ∗ g2 ∗ ... ∗ gn) = (2π)n−1cj(g1)cj(g2)...cj(gn), j ∈ Z

и действуя как при преобразовании величины A1 в доказательстве теоремы 1,
получаем

‖x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn − Φ∗(T1
∗(x1), Tn

∗(xn), ..., Tn
∗(xn)‖L1 =

= ‖K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ ψ1 ∗ ψ2 ∗ ... ∗ ψn − Ps(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn) ∗ ψ1 ∗ ψ2 ∗ ... ∗ ψn‖L1 =

= sup
φ∈F∞

2πˆ

0

[(K1∗K2∗. . .∗Kn∗ψ1∗ψ2∗...∗ψn)(t)−(Ps(K1∗K2∗...∗Kn)∗ψ1∗ψ2∗...∗ψn)(t)]φ(t)dt =

= sup
φ∈F∞

2πˆ

0

[(K1∗K2∗. . .∗Kn)(−·)−(Ps(K1∗K2∗...∗Kn))(−·)]∗φ(t)(ψ1∗ψ2∗...∗ψn−1)∗ψn(t)dt.

Отсюда следует, что

‖x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn − Φ∗(T1
∗(x1), T2

∗(x2), ..., Tn
∗(xn)‖L1 ≤

≤ sup
φ∈F∞

‖[(K1∗K2∗. . .∗Kn)(−·)−(Ps(K1∗K2∗...∗Kn))(−·)]∗φ∗ψ1∗ψ2∗...∗ψn−1‖C ‖ψn‖L1 ≤

≤ sup
φ∈F∞

‖[(K1 ∗K2 ∗ . . . ∗Kn)(−·)− (Ps(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn))(−·)] ∗ φ‖C ≤

≤ ‖(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn)(−·)− (Ps(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn))(−·)‖L1 ≤

≤ ‖K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn − Ps(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn)‖L1 .
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Учитывая соотношения (6), получаем

‖x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn − Φ∗(T1
∗(x1), T2

∗(x2), ..., Tn
∗(xn)‖L1 ≤

≤ d2s−1(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞;C).

Таким образом,

R(K1 ∗ F1, K2 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;T1, T2, ..., Tn; Φ∗;L1) ≤

≤ d2s−1(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞;C) = ‖K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .
Учитывая оценку снизу, даваемую теоремой 1, и монотонное невозрастание

поперечников dm(M,C) с ростом m, убеждаемся в справедливости следующей
теоремы.

Теорема 2. Пусть ядра K1, K2, ..., Kn таковы, что K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∈ CV D,
пусть s ∈ N и пусть N = n(2s− 1). Тогда

Rn(2s−1)(K1∗F1, K2∗F1, ..., Kn∗F1;L1) = R2s−1,...,2s−1(K1∗F1, K2∗F1, ..., Kn∗F1;L1) =

= d2s−1(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C) = ‖K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .
При этом оптимальная информация определяется равенством (8), а оптималь-
ный метод ее использования – равенством (9).
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