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Деякi властивостi простих чисел
спецiального вигляду та чисел Кармайкла

Дослiдженi деякi властивостi будови мультиплiкативної групи Z∗
m у випадку,

коли m — просте число Мерсенна, Ферма або число Кармайкла. За допомогою цих
висновкiв одержанi властивостi простих чисел Мерсенна i Ферма, а також чисел
Кармайкла.

Ключовi слова: число Мерсенна, число Ферма, число Кармайкла, конгруентнiсть, мульти-
плiкативна група.

Исследованы некоторые свойства строения мультипликативной группы Z∗
m в

случае, когда m — простое число Мерсенна, Ферма или число Кармайкла. С
помощью этих выводов получены свойства простых чисел Мерсенна и Ферма, а
также чисел Кармайкла.

Ключевые слова: число Мерсенна, число Ферма, число Кармайкла, конгруентность,
мультипликативная группа.

Some properties of structure of the multiplicative group Z∗
m are investigational, in

the case, when m is Mersenne prime, Fermat or Carmichael number. With these findings
obtsined properties of Mersenne primes and Fermat and Carmichael numbers.
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Простi числа вiдiграють значну роль у криптографiї. У зв’язку з тим, що

багато криптографiчних систем застосовують властивостi простих чисел, розклад
числа на простi множники, дослiдження властивостей простих чисел стають ще
важливiшими. Пiд простими числами спецiального вигляду розумiють такi простi
числа, якi можна подати у визначеному алгебричному видi. Наприклад, числа
Мерсенна i числа Ферма iнодi бувають простими. Числом Мерсенна називають
число, яке має вигляд Mn = 2n − 1, де n ∈ N . Iз означення випливає, що якщо
число Мерсенна Mn просте, то n також просте. Число вигляду Fn = 22n + 1, де
n ∈ N0, називають числом Ферма.

Твердження 1. Нехай Mp = 2p − 1 — просте число Мерсенна. Тодi правдивi
нижчеподанi висловлювання:

1) для будь-якого натурального a, 2 ≤ a ≤ 2p − 2, i кожного натурального n
число a2n − 1 не дiлиться на Mp;

2) для деякого натурального a, 2 ≤ a ≤ 2p − 3, (a3 − 1)
...Mp;

3) число 2p + 1 – складене;
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4) якщо p = 6k + 1 (k ∈ N), то група Z∗Mp
має елементи порядку 7 i 9.

Доведення. 1) Оскiльки число Mp просте, то Z∗Mp
– циклiчна група парного

порядку, а отже, Z∗Mp
має єдиний елемент порядку 2. Таким чином, серед

натуральних чисел iз промiжку [1; 2p − 1] конгруенцiя a2 ≡ 1(mod Mp) є
правильна тiльки для 1 i 2p − 2.
|Z∗Mp

| = 2p − 2 = 2(2p−1 − 1). Оскiльки число 2p−1 − 1 непарне, то група Z∗Mp
не

має елементiв порядку 2n у разi n ≥ 2, а отже, в промiжку [1; 2p − 1] є тiльки два
натуральнi числа a такi, що a2n ≡ 1(mod Mp) — це 1 i 2p − 2;

2) оскiльки число p − 1 парне, то 2p−1 − 1 ≡ 0(mod 3), а отже, група Z∗Mp

має елемент порядку 3. Звiдси випливає, що a3 ≡ 1(mod Mp) для деякого
натурального a, 2 ≤ a ≤ 2p − 3;

3) оскiльки число 2p − 1 просте, то 2p − 1 = 6k + 1 для деякого k ∈ N . Звiдси

випливає, що 2p + 1 = (6k + 3)
...3;

4) 26k+1 − 2 ≡ 64k · 2− 2 ≡ 1k · 2− 2 ≡ 0(mod 63), а отже, |Z∗Mp
|...63.

Твердження 2. Нехай Fk = 22k + 1 – просте число Ферма. Тодi слушнi
нижчеподанi висловлювання:

1) для будь-якого натурального a, 2 ≤ a ≤ 22k − 1, число a2 − 1 не дiлиться на
Fk;

2) якщо n — непарне натуральне число i 2 ≤ a ≤ 22k , то an − 1 не дiлиться на
Fk;

3) для будь-якого натурального m, m ≤ 2k iснують у точностi 2m натуральнi
числа a, меншi за Fk i такi, що a2m ≡ 1(mod Fk);

4) для будь-якого непарного m правильна конгруенцiя
(3m)

Fk−1

2 ≡ −1(mod Fk);
5) якщо k ≡ 3(mod4) i число Мерсенна Mk - просте, то Mk

Fk−1

2 ≡ −1(mod Fk).
Доведення. 1) оскiльки Fk — просте число, то Z∗Fk — циклiчна група порядку

22k . Таким чином, Z∗Fk має єдиний елемент порядку 2, а отже, серед натуральних
чисел iз [1; 22k + 1] конгруенцiя a2 ≡ 1(modFk) є правильна тiльки для 1 i 22k ;

2) |Z∗Fk | = 22k , а отже, у групi Z∗Fk немає елементiв непарного порядку;
3) циклiчна група порядку 22k для будь-якого m ≤ 2k має точно одну пiдгрупу

порядку 2m;
4) |Z∗Fk | = 22k , таким чином, ordFk3 дiлить 22k . Оскiльки

(
3

Fk
) = (

Fk
3

) · (−1)
Fk−1

2 · 3− 1

2
= (

Fk
3

) = (
2

3
) = −1,

то 3 є квадратичний нелишок за модулем Fk, а отже, 3
Fk−1

2 ≡ −1(mod Fk). З
того, що ordFk3 є дiльник числа 22k i 3

Fk−1

2 ≡ −1(mod Fk) випливає, що ordFk3 =

22k , тобто число 3 є первiсний корiнь за модулем Fk, i числа виду 3m, де (m, 22k) = 1,
також є первiснi коренi за модулем Fk;

5) оскiльки число Mk — просте, то k також просте, а отже, за малою теоремою
Ферма 22k−1 ≡ 2(mod 2k − 1), таким чином,

Fk = 22k + 1 = 2 · 22k−1 + 1 ≡ 2 · 2 + 1 ≡ 5(modMk).
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Далi маємоM
Fk−1

2
k ≡ (

Mk

Fk
) ≡ (

Fk
Mk

) ≡ (
5

Mk

) ≡ (
Mk

5
) ≡ (

2

5
) ≡ −1(modFk)

. Основою ефективних тестiв на простоту в криптографiї є мала теорема Ферма:
Якщо число n — просте i (a, n) = 1, то an−1 ≡ 1(mod n).
Перевiрку цiєї умови називають тестом Ферма. Застосування тесту Ферма

гарантує якiсний результат тiльки в одному разi, оскiльки iснують складенi числа,
якi проходять це тестування, якщо a не є їх дiльник. Складене число n, для
якого за всiх натуральних чисел a, взаємно простих iз n, правдива конгруенцiя
an−1 ≡ 1(mod n), називають числом Кармайкла. Iз цього означення також можна
одержати еквiвалентне йому: складене число n є числом Кармайкла тодi й тiльки
тодi, коли за всiх натуральних чисел a правильна конгруенцiя an ≡ a(mod n).

Критерiй Корселта. Непарне складене число n є число Кармайкла тодi й
тiльки тодi, коли для кожного його простого дiльника p виконано двi умови:

1) число n не дiлиться на p2; 2) число p− 1 дiлить n− 1.
Iз критерiю Корселта випливає, що в канонiчному розкладi числа Кармайкла

не менше трьох простих множникiв.
Твердження 3. Нехай p1, p2, . . . , pm — множина простих чисел, модулi яких не

перевищують фiксоване натуральне число M . Тодi iснує лише скiнченна множина
простих чисел q таких, що p1p2 · · · pmq є число Кармайкла.

Доведення. Припустимо, що p1p2 · · · pmq — число Кармайкла. Iз критерiю
Корселта випливає, що p1p2 · · · pmq − 1 дiлиться на q − 1. Маємо

p1p2 · · · pmq − 1 = p1p2 · · · pmq − p1p2 · · · pm + p1p2 · · · pm − 1 =
= p1p2 · · · pm(q − 1) + p1p2 · · · pm − 1.

Звiдси випливає, що вираз p1p2 · · · pm− 1 дiлиться на q− 1. Але якщо q > Mm,
то цю умову не буде виконано.

Твердження 4. Нехай n - число Кармайкла i n = p1p2 · · · pm, де p1, p2, . . . , pm
є рiзнi простi числа. Тодi iснує точно 2m − 1 чисел a, 2 ≤ a ≤ n− 1, таких, що
a2 ≡ 1(mod n).

Доведення. Кiлькiсть елементiв порядку 2 у групi Z∗n дорiвнює числу 2m − 1.
Твердження 5. Нехай n — число Кармайкла i n = p1p2 · · · pm, де p1, p2, . . . , pm

— рiзнi простi числа, pi−1 = 2si · ti (1 ≤ i ≤ m), де ti — непарне число, n−1 = 2s · t,
де t — непарне число i M — найбiльше з чисел s1, s2, . . . , sm. Тодi M ≤ S.

Доведення. Група Z∗n мiстить елементи порядкiв 2si (1 ≤ i ≤ m). Нехай ā -
елемент групи Z∗n порядку 2M . Якщо припустити, що M > S, то одержимо, що
an−1 − 1 не дiлиться на n.
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