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Критерiї елемента найкращого наближення
функцiй багатьох змiнних у просторах
L1,p2,...,pn i Lp1,...,pn−1,1

Дослiджено питання характеризацiї елемента найкращого наближення для
функцiй багатьох змiнних у просторах зi змiшаною iнтегральною метрикою.
Одержано критерiї елемента найкращого наближення у просторах L1,p2,...,pn i
Lp1,...,pn−1,1.

Ключовi слова: змiшана iнтегральна метрика, елемент найкращого наближення.

Исследованы вопросы характеризации элемента наилучшего приближения
для функций многих переменных в пространствах со смешанной интегральной
метрикой. Получены критерии элемента наилучшего приближения в пространствах
L1,p2,...,pn и Lp1,...,pn−1,1.

Ключевые слова: смешанная интегральная метрика, элемент наилучшего приближения.

The questions of the characterization of the best approximant for the multivariable
functions in spaces with mixed integral metric were considered in this article. The
criterions of the best approximant in spaces L1,p2,...,pn and Lp1,...,pn−1,1 is obtained.

Key words: mixed integral metric, the best approximant.
Нехай Lp1,...,pn(1 ≤ pi < ∞, 1 ≤ i ≤ n) – простiр дiйснозначних сумовних на

K = I1×I2×. . .×In, де Ii = [ai, bi], 1 ≤ i ≤ n функцiй n-змiнних f(x) = f(x1, . . . , xn)
iз нормою

‖f‖p1,...,pn =

ˆ
In

. . .

ˆ
I2

ˆ
I1

|f(x)|p1dx1


p2
p1

dx2


p3
p2

. . . dxn


1
pn

.

Покладемо

|f |pk,...,pi =


ˆ

Ii

. . .

 ˆ
Ik+1

ˆ
Ik

|f(x)|pkdxk


pk+1
pk

dxk+1


pk+2
pk+1

. . . dxi


1
pi

,
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де 1 ≤ k < i ≤ n.
Розглянемо також класи Lp1,...,pn (де хоча б одне pi =∞) функцiй f , скiнченнi

норми яких визначають за формулами

‖f‖p1,...,pn−1,∞ = ess sup
xn∈In

|f |p1,...,pn−1 ,

‖f‖p1,...,pi−1,∞,pi+1,...,pn =

=

ˆ
In

. . .

 ˆ
Ii+1

(
ess sup

xi∈Ii
|f |p1,...,pi−1

)pi+1

dxi+1


pi+2
pi+1

. . . dxn


1
pn

,

де 1 ≤ i < n.
Нехай Hm = span{ϕ1, . . . , ϕm} для деякої системи лiнiйно незалежних функцiй

{ϕ1, . . . , ϕm} ⊂ Lp1,...,pn . Тодi елементи множини Hm (полiноми Pm) подають у
виглядi

Pm =
m∑
k=1

λkϕk.

Для f ∈ Lp1,...,pn величину

Em(f)p1,...,pn = inf
Pm∈Hm

‖f − Pm‖p1,...,pn (1)

називатимемо найкращим наближенням функцiї f у просторi Lp1,...,pn множиною
Hm. Полiном P ∗m, який реалiзує inf у правiй частинi (1), називають елементом
найкращого наближення функцiї f множиною Hm.

У 1973 р. Г.С. Смирнов у статтi [1] сформулював i довiв критерiй полiнома
найкращого наближення у просторах зi змiшаною iнтегральною метрикою
для функцiй двох змiнних. У [3] В.М. Трактинська узагальнила результат
Г.С. Смирнова на випадок функцiй багатьох змiнних. Нею був одержаний критерiй
того, що полiном P ∗m – полiном найкращого наближення для функцiї f ∈ Lp1,...,pn
за умови 1 < pi <∞, 1 ≤ i ≤ n. Якщо хоча б одне з pi = 1, цей критерiй виявлявся
правильним за припущення, що f−P ∗m 6= 0 майже скрiзь на I1×I2×. . .×In. У данiй
статтi це обмеження знято за допомогою поширення результатiв Г.С. Смирнова [2]
(критерiй елемента найкращого наближення в просторах Lp,1(I1×I2) i L1,q(I1×I2))
на випадок наближення функцiй багатьох змiнних.

Нехай f ∈ L1,p2,...,pn iз ||f ||1,p2,...,pn = |
´
I1

|f |dx1|p2,...,pn > 0 i g ∈ L∞,q2,...,qn iз

||g||∞,q2,...,qn = |ess sup
x1∈I1

|g||q2,...,qn ≤ 1, 1
pi

+ 1
qi

= 1, 1 < pi <∞, i = 2, 3, . . . , n.

Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера i теорему Фубiнi, одержуємо
ˆ

K

f(x)g(x)dx1 . . . dxn ≤
ˆ

In

. . .

ˆ

I1

|f ||g|dx1 . . . dxn ≤
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≤
ˆ

In

. . .

ˆ

I2

ˆ
I1

|f |dx1

[ess sup
x1∈I1

|g|
]
dx2 . . . dxn ≤

≤
ˆ

In

. . .

ˆ

I3


ˆ
I2

ˆ
I1

|f |dx1

p2 dx2


1
p2


ˆ
I2

[
ess sup

x1∈I1
|g|
]q2

dx2

 1
q2

dx3 . . . dxn ≤ . . . ≤

≤ ||f ||1,p2,...,pn · ||g||∞,q2,...,qn ≤ ||f ||1,p2,...,pn ,

тобто ˆ

K

f(x)g(x)dx1 . . . dxn ≤ ||f ||1,p2,...,pn . (2)

Легко перевiрити, що для функцiї g0 ∈ L∞,q2,...,qn вигляду

g0 = ||f ||1−pn1,p2,...,pn
|f |p2−1

1 |f |p3−p21,p2
|f |p4−p31,p2,p3

· . . . · |f |pn−pn−1

1,p2,...,pn−1
· sgnf

у нерiвностi (2) досягається знак рiвностi i що всi iншi функцiї g ∈ L∞,q2,...,qn iз
||g||∞,q2,...,qn = 1, якi дають знак рiвностi у (2), збiгаються iз g0 майже скрiзь, де
f(x) 6= 0, i при цьому ess sup

x1∈I1
|g(x)| = ess sup

x1∈I1
|g0(x)| майже для всiх (x2, . . . , xn) ∈

I2 × . . .× In.
Нижченаведена теорема сформульована у статтi В.М.Трактинської [3].

Теорема 1. Для будь-якої функцiї f ∈ Lp1,...,pn (1 ≤ pi < ∞) найкраще
наближення за нормою простору Lp1,...,pn

Em(f)p1,...,pn = sup

ˆ

K

f(x)g(x)dx1...dxn,

де sup поширений на функцiї g ∈ Lq1,...,qn такi, що ||g||q1,...,qn ≤ 1, i
´
K

Pm(x) ·

g(x)dx1...dxn = 0 для будь-якого вищеозначеного полiнома Pm, причому sup
досягається на деяких функцiях ϕ ∈ Lq1,...,qn iз нормою ||ϕ||q1,...,qn = 1.

Нехай далi

Pm =
m∑
k=1

ckϕk, (3)

де {ϕk}mk=1 – лiнiйно незалежна система функцiй iз L1,p2,...,pn (1 < pi < ∞, i =
2, 3, ..., n), а ck – дiйснi числа.

Нехай f ∈ L1,p2,...,pn така, що для кожного Pm норма ||f − Pm|| > 0.
Уведемо такi функцiї:

F0 = |f − P ∗m|
p2−1
1 |f − P ∗m|

p3−p2
1,p2

|f − P ∗m|
p4−p3
1,p2,p3

· ... · |f − P ∗m|
pn−pn−1

1,p2,...,pn−1
sgn(f − P ∗m),
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F ∗0 =
F0

||f − P ∗m||
pn−1
1,p2,...,pn

,

де P ∗m– деякий полiном вигляду (3).
Легко помiтити, що F ∗0 має вигляд функцiї, для якої в нерiвностi вигляду (2)

досягається знак рiвностi: F ∗0 ∈ L∞,q2,...,qn , ||F ∗0 ||∞,q2,...,qn = 1 iˆ

K

(f − P ∗m)F ∗0 dx1, , , dxn = ||f − P ∗m||1,p2,...,pn .

Позначимо для кожного (x2, ..., xn) ∈ I2 × . . .× In

e(x2, ..., xn) = {x1 ∈ I1 : f − P ∗m = 0}.

Має мiсце така теорема.

Теорема 2. Для того щоб полiном P ∗m був полiномом найкращого наближення
для функцiї f у метрицi L1,p2,...,pn (1 < pi < ∞, i = 2, 3, ..., n), необхiдно i
достатньо, щоб для будь-якого полiнома Pm вигляду (3) виконувалася умова∣∣∣∣∣∣
ˆ

K

Pm · F ∗0 dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ ≤
ˆ

I1

...

ˆ

I2

 ˆ

e(x2,...,xn)

|Pm|dx1

[ess sup
x1∈I1

|F ∗0 |
]
dx2...dxn. (4)

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай P ∗m – полiном найкращого наближення
для функцiї f у метрицi L1,p2,...,pn . Тодi за теоремою 1 iснує така функцiя F1 ∈
L∞,q2,...,qn , що:

1) ||F1||∞,q2,...,qn = 1;
2) для кожного Pm вигляду (3)

´
K

Pm · F1dx1...dxn = 0;

3)
´
K

f · F1dx1...dxn =
´
K

(f − P ∗m)F1dx1...dxn = ||f − P ∗m||1,p2,...,pn .

Остання рiвнiсть має мiсце лише тодi, коли F1 задовольняє умову рiвностi в
нерiвностi (2), отже, F ∗0 (x) = F1(x) для всiх точок x, для яких f −P ∗m 6= 0, а також
ess sup

x1∈I1
|F ∗0 | = ess sup

x1∈I1
|F1| майже скрiзь на I2× . . .×In. Тодi для кожного полiнома

Pm маємо∣∣∣∣∣∣
ˆ

K

Pm · F ∗0 dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ˆ

K

Pm · (F ∗0 − F1)dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ ≤
ˆ

K

|Pm| · |F ∗0 − F1|dx1...dxn =

=

ˆ

In

...

ˆ

I2

ˆ

e(x2,...,xn)

|Pm| · |F ∗0 − F1|dx1...dxn =

ˆ

In

...

ˆ

I2

ˆ

e(x2,...,xn)

|Pm| · |F1|dx1...dxn ≤

≤
ˆ

In

...

ˆ

I2


 ˆ

e(x2,...,xn)

|Pm|dx1

(ess sup
x1∈I1

|F ∗0 |
) dx2...dxn,
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що й потрiбно було довести.
Доведемо достатнiсть. Нехай для кожного полiнома Pm вигляду (3) виконуєть-

ся умова (4).
Тодi, застосувавши наприкiнцi нерiвнiсть (4), для кожного полiнома Qm = P ∗m+

Pm одержимо

||f −Qm||1,p2,...,pn = ||f − P ∗m − Pm||1,p2,...,pn · ||F ∗0 ||∞,q2,...,qn ≥

≥
ˆ

In

...

ˆ

I2

ˆ
I1

|f − P ∗m − Pm|dx1

(ess sup
x1∈I1

|F ∗0 |
)
dx2...dxn =

=

ˆ

In

...

ˆ

I2

 ˆ

I1\e(x2,...,xn)

|f − P ∗m − Pm|dx1

(ess sup
x1∈I1

|F ∗0 |
)
dx2...dxn+

+

ˆ

In

...

ˆ

I2

 ˆ

e(x2,...,xn)

|Pm|dx1

(ess sup
x1∈I1

|F ∗0 |
)
dx2...dxn ≥

≥
ˆ

In

...

ˆ

I2

ˆ

I1\e(x2,...,xn)

(f − P ∗m − Pm) · F ∗0 dx1...dxn+

+

ˆ

In

...

ˆ

I2

 ˆ

e(x2,...,xn)

|Pm|dx1

(ess sup
x1∈I1

|F ∗0 |
)
dx2...dxn =

=

ˆ

K

(f − P ∗m)F ∗0 dx1...dxn −
ˆ

K

PmF
∗
0 dx1...dxn+

+

ˆ

In

...

ˆ

I2

 ˆ

e(x2,...,xn)

|Pm|dx1

(ess sup
x1∈I1

|F ∗0 |
)
dx2...dxn ≥

≥
ˆ

K

(f − P ∗m)F ∗0 dx1...dxn = ||f − P ∗m||1,p2,...,pn .

Це означає, що P ∗m – полiном найкращого наближення для f у метрицi L1,p2,...,pn .
Теорему доведено.

Розглянемо випадок наближення функцiй у метрицi простору Lp1,...,pn−1,1.
Нехай тепер f ∈ Lp1,...,pn−1,1 iз ||f ||p1,...,pn−1,1 > 0 та g ∈ Lq1,...,qn−1,∞ iз

||g||q1,...,qn−1,∞ ≤ 1, 1
pi

+ 1
qi

= 1, 1 < pi <∞, i = 1, 2, ..., n− 1.
Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера i теорему Фубiнi, одержуємо
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ˆ

K

f(x) · g(x)dx1...dxn ≤
ˆ

K

|f | · |g|dx1...dxn ≤

≤
ˆ

In

...

ˆ

I2

ˆ
I1

|f |p1dx1

 1
p1

ˆ
I1

|g|q1dx1

 1
q1

dx2...dxn ≤ ... ≤

≤
ˆ

In

...

ˆ

I3


ˆ
I2

ˆ
I1

|f |p1dx1


p2
p1

dx2


1
p2
ˆ
I2

ˆ
I1

|g|q1dx1


q2
q1

dx2


1
q2

 dx3...dxn ≤

≤ ... ≤
ˆ

In

|f |p1,...,pn−1 · |g|q1,...,qn−1dxn ≤
ˆ

In

|f |p1,...,pn−1dxn · ess sup
xn∈In

|g|q1,...,qn−1 =

= ||f ||p1,...,pn−1,1 · ||g||q1,...,qn−1,∞ ≤ ||f ||p1,...,pn−1,1,

тобто ˆ

K

f(x)g(x)dx1...dxn ≤ ||f ||p1,...,pn−1,1. (5)

Розглянемо функцiю g0 ∈ Lq1,...,qn−1,∞ вигляду

g0 = |f |p1−1|f |p2−p1p1
...|f |pn−1−pn−2

p1,...,pn−2
|f |1−pn−1

p1,...,pn−1
· sgnf.

Легко довести, що для такої функцiї в нерiвностi (5) досягається знак рiвностi
i що всi iншi функцiї g ∈ Lq1,...,qn−1,∞ iз ||g||q1,...,qn−1,∞ = 1, якi дають знак рiвностi
у (5), збiгаються iз g0 майже скрiзь на I1 × ... × In−1 × (In\E), де E = {xn ∈ In :
|f |p1,...,pn−1 = 0}.

Нехай далi

Pm(x) =
n∑
k=1

ckψk(x), (6)

де {ψk}k=m
k=1 – лiнiйно незалежна система функцiй з Lp1,...,pn−1,1, ck ∈ R.

Уведемо функцiю

G0 = |f − P ∗m|p1−1|f − P ∗m|p2−p1p1
· ... · |f − P ∗m|pn−1−pn−2

p1,...,pn−2
|f − P ∗m|1−pn−1

p1,...,pn−1
sgn(f − P ∗m),

де P ∗m – деякий полiном вигляду (6).
Позначимо E∗ = {xn ∈ In : |f − P ∗m|p1,...,pn−1 = 0}.
Нехай f ∈ Lp1,...,pn−1,1 не є полiном вигляду (6). Тодi має мiсце така теорема.

Теорема 3. Для того щоб полiном P ∗m був полiномом найкращого наближення
для функцiї f у метрицi Lp1,...,pn−1,1 (1 < pi < ∞, i = 1, 2, ..., n − 1), необхiдно i
достатньо, щоб для будь-якого полiнома Pm вигляду (6) виконувалася умова∣∣∣∣∣∣

ˆ

K

Pm ·G0dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ ≤
ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn. (7)
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Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай P ∗m – полiном найкращого наближення
для f . Тодi за теоремою 1 iснує функцiя F2 ∈ Lq1,...,qn−1,∞ така, що:

1) ||F2||q1,...,qn−1,∞ = 1;
2) для кожного Pm вигляду (6)

´
K

Pm · F2dx1...dxn = 0;

3)
´
K

f · F2dx1...dxn =
´
K

(f − P ∗m)F2dx1...dxn = ||f − P ∗m||p1,...,pn−1,1.

Остання рiвнiсть має мiсце лише тодi, коли F2 задовольняє умову рiвностi
в нерiвностi (5), отже, G0(x) = F2(x) для всiх точок x, для яких xn /∈ E∗, а
також |F2|q1,...,qn−1 = ||F2||q1,...,qn−1,∞ = 1, |G0|q1,...,qn−1 = ||G0||q1,...,qn−1,∞ = 1. Тодi для
кожного полiнома Pm маємо∣∣∣∣∣∣
ˆ

K

Pm ·G0dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ˆ

K

Pm · (G0 − F2)dx1...dxn

∣∣∣∣∣∣ ≤
ˆ

K

|Pm||G0 − F2|dx1...dxn =

=

ˆ

E∗

ˆ

In−1

...

ˆ

I1

|Pm| · |G0 − F2|dx1...dxn =

ˆ

E∗

ˆ

In−1

...

ˆ

I1

|Pm||F2|dx1...dxn ≤

≤
ˆ

E∗

ˆ

In−1

...

ˆ

I2

ˆ
I1

|Pm|p1dx1

 1
p1

ˆ
I1

|F2|q1dx1

 1
q1

dx2...dxn ≤

≤ ... ≤
ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1 · |F2|q1,...,qn−1dxn =

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn,

що й потрiбно було довести.
Доведемо достатнiсть. Нехай для кожного полiнома Pm вигляду (6) виконуєть-

ся умова (7).
Тодi для кожного полiнома Qm = P ∗m + Pm одержимо

||f −Qm||p1,...,pn−1,1 = ||f − P ∗m − Pm||p1,...,pn−1,1 =

ˆ

In

|f − P ∗m − Pm|p1,...,pn−1dxn =

=

ˆ

In\E∗

|f − P ∗m − Pm|p1,...,pn−1dxn +

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn =

=

ˆ

In\E∗

|f − P ∗m − Pm|p1,...,pn−1dxn · ||G0||q1,...,qn−1,∞ +

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn ≥

≥
ˆ

In\E∗

|f − P ∗m − Pm|p1,...,pn−1dxn · ess sup
xn∈In\E∗

|G0|q1,...,qn−1 +

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn ≥

≥
ˆ

In\E∗

|f − P ∗m − Pm|p1,...,pn−1 · |G0|q1,...,qn−1dxn +

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn ≥
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≥
ˆ

In\E∗

ˆ

In−1

|f − P ∗m − Pm|p1,...,pn−2 · |G0|q1,...,qn−2dxn−1dxn +

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn ≥

≥ ... ≥
ˆ

In\E∗

ˆ

In−1

...

ˆ

I1

|f − P ∗m − Pm||G0|dx1...dxn +

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn ≥

≥
ˆ

In\E∗

ˆ

In−1

...

ˆ

I1

(f − P ∗m) ·G0dx1...dxn −
ˆ

In\E∗

ˆ

In−1

...

ˆ

I1

Pm ·G0dx1...dxn+

+

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn =

ˆ

K

(f − P ∗m)G0dx1...dxn −
ˆ

K

Pm ·G0dx1...dxn+

+

ˆ

E∗

|Pm|p1,...,pn−1dxn ≥
ˆ

K

(f − P ∗m)G0dx1...dxn = ||f − P ∗m||p1,...,pn−1,1.

Це означає, що P ∗m – полiном найкращого наближення для f у метрицi
Lp1,...,pn−1,1. Теорему доведено.
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