
ISSN 2312 9557. Вiсник Днiпропетровського унiверситету. Серiя: Математика. 2016, вип. 21

УДК 517.5

Б. И. Пелешенко∗, Т. Н. Семиренко∗∗
∗ Днепропетровский государственный аграрно-экономический университет,
Днепропетровск, 49600. E-mail: dsaupelesh@mail.ru
∗∗ Днепропетровский государственный аграрно-экономический университет,
Днепропетровск, 49600. E-mail: semirenkot@mail.ru

Об абсолютной сходимости рядов Фурье
и обобщениях пространств Липшица,
определяемых с помощью разностей
дробного порядка

Получены необходимые и достаточные условия в терминах коэффициентов
Фурье 2π-периодической функции f с абсолютно сходящимся рядом Фурье для
того, чтобы f принадлежала обобщенным классам Липшица Hω,α

C и у функции f
существовала дробная производная порядка α (0 < α < 1).

Ключевые слова: ряд Фурье, α-й модуль непрерывности, обобщенные классы Липшица.

Одержано необхiднi та достатнi умови в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є 2π-
перiодичної функцiї f з абсолютно збiжним рядом Фур’є для того, щоб f належала
узагальненим класам Лiпшиця Hω,α

C та у функцiї f iснувала дробова похiдна порядку
α (0 < α < 1).

Ключовi слова: ряд Фур’є, α-й модуль неперервностi, узагальненi класи Лiпшиця.

The necessary and sufficient conditions in terms of Fourier coefficients of 2π-functions
f with absolutely convergent Fourier series are obtained for f to belongs of the
generalized Lipschitz classes Hω,α

C .
Key words: Fourier series, α-th modulus of continuity, generalized Lipschitz classes.
В работе рассматриваются непрерывные 2π-периодические функции на прямой

R. Через C[0, 2π] обозначим пространство данных функций.
Пусть {ck : k ∈ Z} — последовательность комплексных чисел, обозначаемых

{ck} ⊂ C, такая, что ∑
k∈Z

|ck| <∞. (1)

Тригонометрический ряд ∑
k∈Z

cke
ikx =: f(x) (2)
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— ряд Фурье для его суммы f . Тогда

ck = f̂(k) =
1

2π

2πˆ

0

f(x)e−ikxdx, k ∈ Z.

Для α ∈ (0,∞) разность порядка α 2π-периодической функции f определяется
формулой

∆α
t f(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(x+ kt), где

(
α

k

)
=
α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
.

В частности, когда α — целое положительное число, то
(
α
α+j

)
= 0 для j ∈ N и

∆α
t f(x) =

α∑
k=0

(−1)k
(
α
k

)
f(x+ kt).

Обозначим через ωα модуль непрерывности положительного порядка α > 0,
т.е. такую непрерывную неубывающую неотрицательную функцию, что ωα(0) = 0,
t−αωα(t) не возрастает, а для всякого δ > 0 выполняется неравенство ωα(2δ) ≤
≤ C(α)ωα(δ) , где C(α) =

∞∑
k=0

∣∣(α
k

)∣∣. Если α ∈ N, то C(α) = 2α и C(α) = 2[α]+1, когда

α 6= 1, 2, · · · ([α] — целая часть числа α).
Для числа α > 0 и ω(t) = ωα(t) — модуль непрерывности, через Hω,α

C

обозначается класс таких 2π-периодических функций f : R → C, которые
удовлетворяют любому x ∈ (0, 2π] и t > 0 неравенству |∆α

t f(x)| ≤ Kω(t), где
K > 0 зависит только от функции f и не зависит от аргументов x и t.

Класс hω,αC состоит из функций f ∈ Hω,α
C , для каждой из которых выполняется

условие lim
t→0

|∆α
t f(x)|
ω(t)

= 0, равномерное для всех x ∈ (0, 2π].

В работе Ф.Морица [1] получены необходимые и достаточные условия,
накладываемые на коэффициенты Фурье ck 2π-функции f , для принадлежности
f одному из классов Липшица Lip(α) = Hα,1

C , Λ∗(1) = H1,2
C , lip(α) = hα,1C ,

λ∗(1) = h1,2
C . Мориц в этой работе также установил условия существования и

непрерывности производной суммы f ряда Фурье (1). Но во многих вопросах
анализа применяются классы функций Hω,α

C , hω,αC , определяемые с помощью
разностей положительного порядка α и функций ω(t) типа модулей непрерывности
α-го порядка. Возникает задача описания принадлежности 2π-функций одному из
таких классов с помощью условий, накладываемых на коэффициенты Фурье этих
функций.

В данной статье устанавливаются условия, необходимые и достаточные для
принадлежности 2π-периодической функции f , являющейся суммой ряда Фурье,
классам Hω,α

C , hω,αC , и условия существования производной порядка α от суммы f
ряда Фурье (1).

Пусть через Φ обозначается множество возрастающих непрерывных функций
φ : [0,∞) → [0,∞), удовлетворяющих ∆2-условию и таких, что φ(0) = 0,
lim
x→∞

φ(x) = =∞.
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Сформулируем полученные утверждения.

Теорема 1. Пусть {ck} ⊂ C,
∑
k∈Z
|ck| < ∞, α > 0 и такое, что α 6=

2n − 1 для любого n ∈ N; ω(t) = ωα(t) — модуль непрерывности α-порядка,
удовлетворяющий перечисленным во введении условиям, и существует такая
постоянная L > 0, что для любого n ∈ N

∞∑
k=n

1

k
ω

(
1

k

)
≤ Lω

(
1

n

)
. (3)

Если для любого n ∈ N ∑
|k|≤n

kα|ck| = O
(
nαω

(
n−1
))
, (4)

то f ∈ Hω,α
C .

Обратно предположим, что пусть {ck} — такая последовательность
действительных чисел, что ck ≥ 0 для любого k ∈ Z; α > 0 и такое, что
α 6= 2n−1 для любого n ∈ N. Пусть модуль непрерывности α-порядка ω(t) = ωα(t)
удовлетворяет перечисленным во введении условиям.

Если выполняется условие (1) и сумма ряда в (2) f ∈ Hω,α
C (R), то тогда

выполняется (4).

Теорема 2. Пусть {ck} ⊂ C,
∑
k∈Z
|ck| <∞, α = 2n−1 для любого n ∈ N; ω(t) =

= ωα(t) — модуль непрерывности α-го порядка, удовлетворяющий перечисленным
во введении условиям, и существует такая постоянная L > 0, что для любого
n ∈ N

∞∑
k=n

1

k
ω

(
1

k

)
≤ Lω

(
1

n

)
. (5)

Если для любого n ∈ N ∑
|k|≤n

kα|ck| = O
(
nαω

(
n−1
))
, (6)

то f ∈ Hω,α
C .

Обратно предположим, что пусть {ck} — такая последовательность
действительных чисел, что ckk ≥ 0 для любого k ∈ Z, α = 2n − 1 для любого
n ∈ N. Пусть модуль непрерывности α-го порядка ω(t) = ωα(t) удовлетворяет
перечисленным во введении условиям.

Если выполняется условие (1) и сумма ряда в (2) f ∈ Hω,α
C (R), то тогда

выполняется (6).
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Теорема 3. Пусть α ∈ (0; 1), {ck} ⊂ Z и выполняется условие

∑
|k|>n

|ck| = o

(
1

nα

)
, когда n→ 0. (7)

Тогда функция f из (2) имеет производную α-го порядка f (α)(x) в точке
x тогда и только тогда, когда ряд

∑
k∈Z

ck(ik)αeikx сходится в этой точке.

Кроме того, производная f (α) непрерывная тогда и только тогда, когда ряд∑
k∈Z

ck(ik)αeikx равномерно сходится.

Доказательство этих теорем основывается на следующих утверждениях,
обобщающих вспомогательные леммы из работы [2].

Лемма 1. Пусть последовательность {ck : k = 1, 2, · · · } ∈ R+,
∞∑
k=1

ck < ∞,

φ ∈ Φ, ψ ∈ Φ или ψ(t) = signt, ψ(t)
φ(t)

убывает на полуоси (0,∞) и для любого n ∈ N

∞∑
k=n

ψ(k)

kφ(k)
= O

(
ψ(n)

φ(n)

)
, φ(n+ 1)− φ(n) ≤ C

φ(n)

n
(8)

при некотором C > 0.
Если для любого n ∈ N

n∑
k=1

φ(k)ck = O (ψ(n)) , (9)

то тогда
∞∑
k=n

ck = O

(
ψ(n)

φ(n)

)
, n = 1, 2, · · · (10)

Обратно: пусть ψ(t), φ(t) ∈ Φ и ψ(t)
φ(t)

не возрастает на (0,∞), выполняются
условия (8) и при M > 0 выполняется неравенство

n∑
k=1

ψ(k)

k
≤Mψ(n), n = 1, 2, · · ·

Если верно (10), то также верно (9).

Доказательство. Из условия (9) следует существование такой постоянной C >
> 0, что

sk :=
k∑
i=1

φ(i)ci ≤ Cψ(k), k = 1, 2, · · · (11)
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Если n > 1, то сначала применяя (11), а затем второе и первое условия в (8),
получаем

rn :=
∞∑
k=n

ck =
∞∑
k=n

sk − sk−1

φ(k)
= − sn−1

φ(n)
+
∞∑
k=n

(
1

φ(k)
− 1

φ(k + 1)

)
sk ≤

≤ C
∞∑
k=n

(
φ(k + 1)− φ(k)

φ(k)φ(k + 1)

)
ψ(k) ≤ C

∞∑
k=n

ψ(k)

kφ(k)
≤ C

ψ(n)

φ(n)
.

Пусть выполняется (10), тогда существует такая постоянная C > 0, что

rk :=
∞∑
i=k

ci ≤ C
ψ(k)

φ(k)
, k = 1, 2, · · · (12)

Из (12) имеем

sn :=
n∑
k=1

φ(k)ck =
n∑
k=1

φ(k)(rk − rr+1) =
n∑
k=1

(φ(k)− φ(k − 1)) rk − φ(n)rn+1.

Воспользовавшись вторым условием из (8) и неравенством (12), получим

n∑
k=2

φ(k)ck ≤ r1φ(1) +M
n∑
k=2

φ(k)

k
rk ≤ r1φ(1)+

+ CM
n∑
k=1

φ(k)

k

ψ(k)

φ(k)
≤ r1φ(1) + CM

n∑
k=1

ψ(k)

k
≤ Cψ(n).

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть последовательность {ck : k = 1, 2, · · · } ∈ R+,
∞∑
k=1

ck < ∞,

φ ∈ Φ, ψ ∈ Φ или ψ(t) = signt, ψ(t)
φ(t)

убывает на (0,∞) и для любого n ∈ N

∞∑
k=n

ψ(k)

kφ(k)
= O

(
ψ(n)

φ(n)

)
, φ(n+ 1)− φ(n) ≤ C

φ(n)

n
,

n∑
k=1

ψ(k)

k
≤Mψ(n)

при некоторых C > 0 и M > 0.
Если

n∑
k=1

φ(k)ck = o (ψ(n)) , n = 1, 2, · · · , (13)

то тогда
∞∑
k=n

ck = o

(
ψ(n)

φ(n)

)
, n = 1, 2, · · · . (14)
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Обратно: пусть φ ∈ Φ, ψ ∈ Φ , ψ(t)
φ(t)

убывает на (0,∞) и для любого n ∈ N

∞∑
k=n

ψ(k)

kφ(k)
= O

(
ψ(n)

φ(n)

)
, φ(n+ 1)− φ(n) ≤ C

φ(n)

n
,

n∑
k=1

ψ(k)

k
≤Mψ(n)

при некоторых C > 0 и M > 0. Если верно (14), то также верно (13).

Доказательство. Из условия (13) следует, что для каждого ε > 0 существует
такое натуральное число k0 = k(ε), для которого

sk :=
k∑
i=1

φ(i)ci ≤ εψ(k), (15)

где k > k0.
Если n > k0, то аналогично доказательству леммы 1, применяя (15) вместо

(11), получаем

rn :=
∞∑
i=n

ci ≤ Cε
ψ(n)

φ(n)
, n > k0

Так как ε > 0 выбирается произвольно, то rn :=
∞∑
i=n

ci = o
(
ψ(n)
φ(n)

)
, когда n→∞.

Если выполняется (14), то для каждого ε > 0 существует такое натуральное
число k0 = k(ε), для которого

rk :=
∞∑
i=k

ci ≤ Cε
ψ(k)

φ(k)
,

когда k > k0.
Аналогично доказательству второй части леммы 1 получаем

sn :=
n∑
k=1

φ(k)ck ≤ Cεψ(n), n > k0.

В силу произвольного выбора ε > 0 получим

sn :=
n∑
k=1

φ(k)ck = o (ψ (n)) , когда n→∞.

Лемма 2 доказана.

Доказательство теоремы 1. Пусть x ∈ R, h > 0 и α > 0, тогда

(∆α
hf )̂k = (1− e−ith)αck = e−i

khα
2

(
ei
kh
2 − e−i

kh
2

)α
ck =

= e−i
khα
2

(
2i sin

kh

2

)α
ck = e−i

khα
2 |2 sin

kh

2
|αėi

π
2
αsign sin kh

2 ck.
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Так как

|∆α
hf(x)| =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

(∆α
hf )̂ ke

ikx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

cke
− ikαh

2 |2 sin
kh

2
|αei

π
2
αsign sin kh

2 eikx

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
|k|≤n

|ck||2 sin
kh

2
|α +

∑
|k|>n

|ck|
∣∣∣∣2 sin

kh

2

∣∣∣∣α (16)

и неравенство |2 sin kh
2
| ≤ |kh| верно для любого k ∈ Z, то

∑
|k|≤n

|ck||2 sin
kh

2
|α ≤

∑
|k|≤n

|ck||kh|α ≤ |h|α
∑
|k|≤n

|ck||k|α.

Затем, применяя условие (4) теоремы 1 и выбирая h ∈
(

1
n+1

, 1
n

]
, получаем

∑
|k|≤n

|ck||2 sin
kh

2
|α = |h|α

∑
|k|≤n

|ck||k|α = |h|αO
(
nαω

(
1

n

))
= O (ω (h)) . (17)

Из соотношения
∑
|k|≤n
|ck||k|α = O

(
nαω

(
1
n

))
, (3) и первой части леммы 1,

применяемой в случае, когда ψ(t) = nαω (n−1), φ(k) = kα, с учетом выбора h
следует неравенство

∑
|k|>n

|ck||2 sin
kh

2
|α ≤ |h|α

∑
|k|≤n

|ck||k|α = |h|αO
(
nαω

(
1

n

))
= O (ω (h)) . (18)

Учитывая неравенства (16)— (18), окончательно получаем для любого h > 0

|∆α
hf(x)| ≤

∑
|k|≤n

|ck||2 sin
kh

2
|α +

∑
|k|>n

|ck||2 sin
kh

2
|α = O (ω (h)) ,

т.е. f ∈ Hω,α
C .

Обратно: пусть h0 > 0, ck ≥ 0, k ∈ Z,
∑
k∈Z

cke
ikx =: f(x) и модуль непрерывности

α-порядка ω(t) удовлетворяет условию теоремы. Так как по условию f ∈ Hω,α
C при

α > 0 таком, что α 6= 2k− 1, k ∈ N, то тогда для этой функции f(x) и для любого
h > 0 существует такое C = C(f) > 0, что справедливо∣∣∣∣∣∑

k∈Z

ck

(
2i sin

ht

2

)α∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ck

(
ei
kh
2 − e−i

kh
2

)α∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

cke
ikαh

2

(
1− e−ikh

)α∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∆α
hf(

αh

2
)

∣∣∣∣ ≤ Cω(h).
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Для h > 0 обозначим Eh =
{
k ∈ Z : sin kh

2
≥ 0
}
и Fh =

{
k ∈ Z : sin kh

2
< 0
}
, тогда∣∣∣∣∣∑

k∈Z

ck

(
2i sin

ht

2

)α∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k∈Eh

ck

(
2i sin

ht

2

)α
+
∑
k∈Fh

ck

(
2i sin

ht

2

)α∣∣∣∣∣ =

= 2α

∣∣∣∣∣∑
k∈Eh

∣∣∣∣2 sin
ht

2

∣∣∣∣α e−iαπ2 +
∑
k∈Fh

∣∣∣∣2 sin
ht

2

∣∣∣∣α eiαπ2
∣∣∣∣∣ =

= 2α

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ck

∣∣∣∣sin kh2
∣∣∣∣α cos

πα

2
+ i

∑
k∈Eh

ck

∣∣∣∣sin kh2
∣∣∣∣α sin

πα

2
− i

∑
k∈Fh

ck

∣∣∣∣sin kh2
∣∣∣∣α sin

πα

2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ Cω(h).

Оценивая абсолютную величину действительной части, получаем неравенство

2α
∣∣∣cos

πα

2

∣∣∣ ∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ck

∣∣∣∣sin kh2
∣∣∣∣α
∣∣∣∣∣ ≤ Cω(h).

Так как cos πα
2
6= 0, когда α 6= 2k − 1, k ∈ N, то∣∣∣∣∣∑

k∈Z

ck

∣∣∣∣sin kh2
∣∣∣∣α
∣∣∣∣∣ ≤ C

ω(h)

2α
∣∣cos πα

2

∣∣ .
Далее, применяя неравенство 2

π
|t| ≤ | sin t|, 0 < |t| ≤ π

2
, условие ck ≥ 0, k ∈ Z,

заключаем, что

2αhα

2απα

∑
|k|≤n

ck|k|α ≤
∑
|k|≤n

ck

∣∣∣∣sin kh2
∣∣∣∣α ≤ C

ω(h)

2α
∣∣cos πα

2

∣∣ .
Из полученного неравенства следует, что∑

|k|≤n

ck|k|α ≤
Cπα

2α
∣∣cos πα

2

∣∣ ω(h)

hα
.

Полагая 1
n+1

< h ≤ 1
n
, имеем∑

|k|≤n

ck|k|α ≤
Cπα

2α
∣∣cos πα

2

∣∣nαω
(

1

n

)
.

Отметим, что в случае α = 2ν, ν ∈ N, |∆2ν
h f(x)| =

∣∣∣∣∑
k∈Z

ck
(
2 sin kh

2

)2ν

∣∣∣∣, а

следовательно, для любого h > 0 выполняется неравенство∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ck

(
2 sin

kh

2

)2ν
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ck

(
2i sin

kh

2

)2ν
∣∣∣∣∣ =

∣∣∆2ν
h f(νh)

∣∣ ≤ Cω(h)

22k
.

Далее, применяя неравенство 2
π
|t| ≤ | sin t|, 0 < |t| ≤ π

2
, условие ck ≥ 0, k ∈ Z и

полагая 1
n+1

< h ≤ 1
n
, получаем (4). Теорема 1 доказана.
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Доказательство теоремы 2. Пусть α = 2r − 1, r ∈ N и функция ω(t)
удовлетворяет условию теоремы 2. Повторяя доказательство первой части
теоремы 1, сначала получаем для любого α = 2r − 1, r ∈ N

|∆α
hf(x)| =

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

(∆α
h)k ê

ikx

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
|k|≤n

|ck|
∣∣∣∣2 sin

kh

2

∣∣∣∣α +
∑
|k|>n

|ck|
∣∣∣∣2 sin

kh

2

∣∣∣∣α. (19)

Из неравенства
∣∣2 sin kh

2

∣∣ ≤ |kh|, верного для любого k ∈ Z, применяя условие (6)
теоремы 2 и выбирая h ∈

(
1

n+1
, 1
n

]
, имеем

∑
|k|≤n

|ck|
∣∣∣∣2 sin

kh

2

∣∣∣∣α = |h|α
∑
|k|≤n

|ck||k|α = |h|αO
(
nαω

(
1

n

))
= O (ω (h)) .

Затем, применяя первую часть леммы 1, из соотношения
∑
|k|≤n
|ck||k|α =

O
(
nαω

(
1
n

))
получаем для любого α = 2r − 1, r ∈ N

∑
|k|>n

|ck|
∣∣∣∣2 sin

kh

2

∣∣∣∣α ≤ ∑
|k|>n

|ck| = O (ω (h)) . (20)

Из (19) и (20) следует первое утверждение теоремы 2.

Докажем обратное утверждение теоремы 2. Пусть kck ≥ 0 при любом k ∈ Z,∑
k∈Z

cke
ikx =: f(x) и функция ω(t) удовлетворяет условию теоремы 2. Так как f ∈

Hω,2r−1
C (R) и

∣∣∆2r−1
h f(x)

∣∣ =

∣∣∣∣∑
k∈Z

(
∆2r−1
h f

)̂
ke
ikx

∣∣∣∣, то существует такое C = C(f) > 0,

что для любого h > 0

∣∣∣∣∣∑
k∈Z

ck
(
1− e−ikh

)2r−1
eikx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∆2r−1

h f(x)
∣∣ ≤ Cω(h).

Пусть 0 < h ≤ 4π
α+1

, где α + 1 = 2r, r ∈ N. Проинтегрируем обе части этого
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неравенства и, применив свойство интеграла от комплексной функции, получим

∣∣∣∣∣∣∣
αh
2

+h
2ˆ

0

∑
k∈Z

ck
(
1− e−ikh

)α
eikxdx+

2πˆ

2π−αh
2

+h
2

∑
k∈Z

ck
(
1− e−ikh

)α
eikxdx

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
αh
2

+h
2ˆ

αh
2
−h

2

∑
k∈Z

ck
(
1− e−ikh

)α
eikxdx

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Z−{0}

ck
k

(
1− e−ikh

)α
eik(

αh
2

+h
2 ) −

∑
k∈Z−{0}

ck
k

(
1− e−ikh

)α
eik(

αh
2
−h

2 )

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Z−{0}

ck
k

(
ei
kh
2 − e−i

kh
2

)α
e−i

khα
2

(
eik(

αh
2

+h
2 ) − eik(

αh
2
−h

2 )
)∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Z−{0}

ck
k

(
ei
kh
2 − e−i

kh
2

)α+1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Z−{0}

ck
k

(
2i sin

kh

2

)α+1

∣∣∣∣∣∣ = hO(h).

Отметим, что если α = 1, тогда интегрируем от 0 до h. Так как ck
k
≥ 0 и α+1 = 2r,

r ∈ N, то
(
sin ht

2

)2r ≥ 0 и для любого h ∈
(
0, 4π

α+1

]

22r

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Z−{0}

ck
k

(
sin

ht

2

)2r

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈Z−{0}

ck
k

(
2i sin

ht

2

)2r

∣∣∣∣∣∣ = hO (ω (h)) .

Пусть 0 < h ≤ 4π
α+1

, где α + 1 = 2r, r ∈ N. Применяя неравенство 2
π
|t| ≤ | sin t|,

0 ≤ |t| ≤ π
2
и учитывая, что h ∈

(
0, 4π

α+1

]
, имеем

22rh2r

22rπ2r

∑
0<|k|≤n

|ck||k|2r−1 ≤
∑

0<|k|≤n

ck
k

∣∣∣∣sin kh2
∣∣∣∣2r.

Тогда ∑
|k|≤n

|ck||k|2r−1 =
1

h2r
hO (ω (h)) = n2r−1O

(
ω

(
1

n

))
.

Теорема 2 доказана.
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Доказательство теоремы 3. Пусть h 6= 0. Из (16) имеем, что

∆α
hf(x) =

∑
k∈Z

(∆α
hf )̂ ke

ikx =
∑
k∈Z

cke
ik(x−αh2 )

(
2i sin

kh

2

)α
=

=
∑
|k|≤n

cke
ik(x−αh2 )

∣∣∣∣kh− 2
kh

2
+ 2 sin

kh

2

∣∣∣∣α eiπ2 αsign sin kh
2 −

−
∑
|k|≤n

cke
ik(x−αh2 )|kh|αei

π
2
αsignkh +

∑
|k|≤n

cke
ik(x−αh2 )|kh|αei

π
2
αsignkh+

+
∑
|k|>n

cke
ik(x−αh2 )

∣∣∣∣2 sin
kh

2

∣∣∣∣α eiπ2 αsign sin kh
2 .

(21)

С учётом того, что n =
[

1
|h|

]
и sign sin kh

2
= signkh в случае |k| ≤ n, оценим модуль

разности первого и второго слагаемых:

|Ah| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|≤n

cke
ik(x−αh2 )

∣∣∣∣kh− 2
kh

2
+ 2 sin

kh

2

∣∣∣∣α eiπ2 αsign sin kh
2 −

∑
|k|≤n

cke
ik(x−αh2 )|kh|αei

π
2
αsignkh

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
|k|≤n

|ck|
∣∣∣∣∣∣∣∣kh− 2

kh

2
+ 2 sin

kh

2

∣∣∣∣α − |kh|α∣∣∣∣ ≤ ∑
|k|≤n

|ck|
∣∣∣∣2kh2 − 2 sin

kh

2

∣∣∣∣α.
Далее применим неравенство |u− sinu| ≤ |t|3

6
, |t| ≤ π

2
и получим, что эта разность

не превышает
|h|3α

∑
|k|≤n

|ck||k|3α.

Из условия (7) теоремы 3 и леммы 2 следует оценка

|Ah| ≤
|h|3α

6α
o
(
n3α−α) = o (|h|α) . (22)

Оценим модуль последнего слагаемого в (21), применив условие (7) и определение
n:

|Bh| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|>n

cke
ik(x−αh2 )

∣∣∣∣2 sin
kh

2

∣∣∣∣α eiπ2 αsign sin kh
2

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
|k|>n

|ck|
∣∣∣∣2 sin

kh

2

∣∣∣∣α ≤
≤
∑
|k|>n

|ck|
∣∣∣∣2 sin

kh

2

∣∣∣∣α ≤ 2α
∑
|k|>n

|ck| = o

(
1

nα

)
= o (|h|α) .

(23)

Тогда из (21)— (23) следует для |h| > 0, что

∆α
hf(x)

hα
=

∑
|k|≤[ 1

|h| ]

cke
ik(x−αh2 )(ik)α + o(1) =

∑
|k|≤[ 1

|h| ]

cke
ikx(ik)α + o(1), если h→ 0,

(24)
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где выражение o(1) не зависит от значения x.
Из (24) следует, что при выполнении условия (7) функция f(x) :=

∑
k∈Z

cke
ikx

имеет α-ю производную (α ∈ (0, 1)) в точке x тогда и только тогда, если ряд∑
k∈Z

ck(ik)αeikx сходится в x и α-я производная f (α)(x) в x равняется сумме этого
ряда.

Докажем вторую часть теоремы 3. Так как f (α)(x) (α ∈ (0, 1)) существует
и непрерывна для всякого x, то по теореме о среднем значении следует, что
предел в первом соотношении в (24) существует равномерно по x, когда h → 0.
Следовательно,

∑
|k|≤[ 1

|h| ]
cke

ikx(ik)α + o(1) равномерно сходится по x, если h → 0,

с учетом того, что бесконечно малое слагаемое o(1) не зависит от x, т. е. ряд∑
k∈Z

ck(ik)αeikx равномерно сходится.

Обратно: если ряд
∑
k∈Z

ck(ik)αeikx сходится по x равномерно, то его сумма равна

f (α)(x) и непрерывна. Теорема 3 доказана.
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