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О приближении тригонометрическими
полиномами в пространстве L2

Получены некоторые неравенства типа Джексона, связывающие величину наи-
лучшего приближения периодических дифференцируемых функций и обобщенного
модуля непрерывности старшей производной.
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В статi отриманi деякi нерiвностi типу Джексона, що повя’зують величину
найкращого наближення перiодичних диференцiйовних функцiй та узагальненого
модуля неперервностi старшої похiдної.

Ключовi слова: найкраще наближення, модуль неперервностi.

In this article the some inequalities of the Jackson type put intouuch the value
of the best approximation periodic diferentiable functions and generalized modulus of
continuity upper derivativ are obtained.

Key words: best approximatioin, modulus of continuity.
Пусть L2 = L2([0; 2π]) – пространство измеримых по Лебегу 2π-периодических,

интегрируемых на периоде функций f(x) с конечной нормой

‖f‖2 =

(
1

π

ˆ 2π

0

|f(x)|2dx
) 1

2

.

Величину
En(f)2 = inf

tn−1

‖f − tn−1‖2

будем называть наилучшим приближением (наилучшим среднеквадратическим
приближением) функции f(x) тригонометрическими многочленами порядка
≤ n− 1 в простанстве L2.

Функция
ω(f ; t) = sup

|h|≤t
‖f(·+ h)− f(·)‖2

называется модулем непрерывности функции f(x) в пространстве L2.
Неравенства, связывающие наилучшее приближение функции с модулем

непрерывности, называют неравенствами типа Джексона. Имеет место большое
количество интересных результатов, посвященных неравенствам типа Джексона и
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их обобщениям в различных пространствах. Что касается наилучших среднеквад-
ратических приближений, то хочется отметить работы [1 – 10], а также список
литературы к этим работам. Часто при получении неравенств типа Джексона,
а также при решении других задач, связанных с приближением функций,
применяют различные модификации классического модуля непрерывности (см.,
напр., ссылки из [9;10]).

Пусть fh(x) = 1
2h

´ x+h

x−h f(t)dt – функция Стеклова функции f ∈ L2. Рассмотрим
разности

∆h(f ;x) = fh(x)− f(x), ∆k
h(f ;x) = ∆h

(
∆k−1
h (f ;x)

)
.

В работе [7] рассматривалась величина

Ωk(f ; δ) = sup
0<h≤δ

‖∆k
h(f ;x)‖2,

которая там названа модулем непрерывности k-го порядка функции f ∈ L2, хотя
это определение модуля непрерывности отличается от классического в теории
аппроксимации модуля непрерывности [1].

В работе [7] получено следующее неравенство:

En(f)2 ≤
(

2n2

π2 − 4

)k
· n−r ·

(ˆ π
n

0

h · Ω
1
k
k

(
f (r);h

)
dh

)k

, r ∈ Z+, n ∈ N,

причем при каждом фиксированном n ∈ N константа в правой части неравенства
уменьшена быть не может.

Рассмотрим еще одну модификацию модуля непрерывности с помощью
конструкций из работы [11]. При получении основных результатов мы будем
использовать рассуждения из [5; 7 – 10].

Пусть Ψh(u) – четная функция, заданная на [0;h], h > 0 формулой

Ψh(u) =
1

h2
(h− u).

Введем оператор

Sh(f ;x) =

ˆ h

−h
f(x− u)Ψh(u)du.

Положим

∆̂h(f ;x) = Sh(f ;x)− f(x), ∆̂k
h(f ;x) = ∆̂h

(
∆̂k−1
h (f ;x)

)
.

Величину
Ω̂k(f ; δ) = sup

0<h≤δ
‖∆̂k

h(f ;x)‖2

будем называть обобщенным модулем непрерывности функции f(x).
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Имеет место

Теорема 1. Для любой функции f ∈ Lr2 справедливо неравенство

En(f)2 ≤
(

24n3

π3 − 24π + 48

)k
· n−r ·

(ˆ π
2n

0

h2 · Ω̂
1
k
k

(
f (r);h

)
dh

)k

, r ∈ Z+, n ∈ N,

причем при каждом фиксированном n ∈ N константа в правой части
неравенства уменьшена быть не может.

Доказательство теоремы 1. Пусть f ∈ Lr2 и

f(x) ∼ a0(f)

2
+
∞∑
k=1

ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

– ее ряд Фурье.
Известно, что En(f)2 = (

∑∞
k=n c

2
k(f))

1
2 , где c2

k(f) = a2
k(f) + b2

k(f).
Нетрудно проверить, что справедливо равенство

‖∆̂k
h (f r;x) ‖2

2 =
∞∑
j=1

(
1−

4 sin2 jh
2

j2h2

)2k

j2rc2
j(f).

В силу неравенства Гельдера будем иметь

E2
n(f)2 −

∞∑
j=n

4 sin2 jh
2

j2h2
c2
j(f) =

∞∑
j=n

(
1−

4 sin2 jh
2

j2h2

)
c2
j(f) =

=
∞∑
j=n

|cj(f)|2−
1
k |cj(f)|

1
k

(
1−

4 sin2 jh
2

j2h2

)
≤

≤

(
∞∑
j=n

|cj(f)|2
) 2k−1

2k

·

 ∞∑
j=n

|cj(f)|2
(

1−
4 sin2 jh

2

j2h2

)2k
 1

2k

=

=
(
E2
n(f)

) 2k−1
2k ·

n−2r

∞∑
j=n

|cj(f)|2n2r

(
1−

4 sin2 jh
2

j2h2

)2k
 1

2k

≤

≤
(
E2
n(f)

) 2k−1
2k · n−

r
k

 ∞∑
j=n

|cj(f)|2j2r

(
1−

4 sin2 jh
2

j2h2

)2k
 1

2k

=

=
(
E2
n(f)

) 2k−1
2k · n−

r
k · ‖∆̂k

h (f r;x) ‖
1
k
2 .
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Отсюда

E2
n(f)2 =

(
E2
n(f)2

) 2k−1
2k · n−

r
k · Ω̂

1
k
k

(
f (r);h

)
+
∞∑
j=n

4 sin2 jh
2

j2h2
c2
j(f). (1)

Умножим левую и правую части полученного неравенства (1) на h2 и
проинтегрируем по h от 0 до π

2n
.

Рассмотрим выражение
ˆ π

2n

0

∞∑
j=n

4 sin2 jh
2

j2h2
c2
j(f)dh = 2

∞∑
j=n

c2
j(f)

j2

ˆ π
2n

0

(1− cosjh)dh =

= 2
∞∑
j=n

c2
j(f)

j2

(
π

2n
−

sin πj
2n

j

)
.

Покажем, что для всех j = n, n+ 1, n+ 2, ... выполняется неравенство

1

j2

(
π

2n
−

sin πj
2n

j

)
≤ π − 2

2n3
.

Перепишем его в виде

− sin
πj

2n
≤ π − 2

2

(
j

n

)3

− π

2

j

n
.

Рассмотрим функцию g(t) = π−2
2
t3 − π

2
t + sin πt

2
, t ≥ 1. Поскольку g(1) = 0, то

достаточно исследовать функцию для t ∈ [1; 2), так как π−2
2
t3− π

2
t > 1 для t ≥ 2 и

ϕ(t) = π−2
2
t3 − π

2
t, возрастающая функция для t ≥ 1.

Имеем
g′(t) =

3(π − 2)

2
t2 − π

2
+
π

2
cos

πt

2
, g′(1) = π − 3 > 0,

g′′(t) = 3(π − 2)t− π2

4
sin

πt

2
.

Поскольку 12(π − 2) > π2, то для всех t ∈ [1; 2) g′′(t) > 0. Следовательно,
g′(t) > 0 и функция g(t), возрастающая на [1; 2). Отсюда получаем требуемое
неравенство.

Таким образом,
ˆ π

2n

0

∞∑
j=n

4 sin2 jh
2

j2h2
c2
j(f)dh ≤ π − 2

n3

∞∑
j=n

c2
j(f) =

π − 2

n3
E2
n(f)2.

Тогда, учитывая соотношения (1), имеем

π3

24n3
E2
n(f)2 ≤

(
E2
n(f)2

) 2k−1
2k · n−

r
k ·
ˆ π

2n

0

h2 · Ω̂
1
k
k

(
f (r);h

)
dh+

π − 2

n3
E2
n(f)2.
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Отсюда

En(f)2 ≤
(

24n3

π3 − 24π + 48

)k
· n−r ·

(ˆ π
2n

0

h2 · Ω̂
1
k
k

(
f (r);h

)
dh

)k

.

Пусть f∗(x) = cosnx. Тогда cj(f∗) = 1, если j = n, и cj(f∗) = 0, если j 6= n.
Будем иметь

Ω̂
1
k
k

(
f (r)
∗ ;h

)
=

(
1−

4 sin2 nh
2

n2h2

)
n
r
k ,

ˆ π
2n

0

h2 · Ω̂
1
k
k

(
f (r)
∗ ;h

)
dh = n

r
k

(
π3

24n3
− 2

ˆ π
2n

0

1− cosnh
n2

dh

)
= n

r
k
π3 − 24π + 48

24n3
.

То есть для функции f∗(x) = cosnx имеет место равенство.

Теорема 2. Пусть n, k ∈ N , r ∈ Z+ справедливо неравенство

1

2k(π −G(π))
≤ sup

f∈Lr2,f 6=const

nr−kEn(f)2(´ 2π
n

0
Ω̂

1
k
k (f (r);h) dh

)k < 1

2k(2π −G(+∞))
,

где

G(t) =

ˆ t

0

sin2 x

x2
dx.

Доказательство теоремы 2. Нетрудно проверить, что

ˆ 2π
n

0

4 sin2 nh
2

n2h2
dh =

2

j
G

(
jt

2

)
.

Поскольку функция G(t) возрастающая и G(+∞) существует, то

∞∑
j=n

G
(
jπ
n

)
j

c2
j(f) ≤ G(+∞)

n

∞∑
j=n

c2
j(f) =

G(+∞)

n
E2
n(f)2.

И для оценки сверху достаточно воспользоваться соотношениями (1).
Как и в предыдущей теореме рассмотрим функцию f∗(x) = cosnx. Как уже

было отмечено,

Ω̂
1
k
k

(
f (r)
∗ ;h

)
=

(
1−

4 sin2 nh
2

n2h2

)
n
r
k .

Имеем ˆ 2π
n

0

Ω̂
1
k
k

(
f (r)
∗ ;h

)
dh = n

r
k

ˆ 2π
n

0

(
1−

4 sin2 nh
2

n2h2

)
dh =
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= n
r
k

(
2π

n
−
ˆ 2π

n

0

4 sin2 nh
2

n2h2
dh

)
= n

r
k

2

n

(
π −
ˆ π

0

sin2 x

x2
dx

)
=

= 2n
r
k
−1(π −G(π)).

Отсюда

sup
f∈Lr2,f 6=const

nr−kEn(f)2(´ 2π
n

0
Ω̂

1
k
k (f (r);h) dh

)k ≥ nr−kEn(f∗)2(´ 2π
n

0
Ω̂

1
k
k

(
f

(r)
∗ ;h

)
dh
)k =

1

2k(π −G(π))
.
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