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Властивостi i наближення iнтегрованих
функцiй

Розглянуто деякi властивостi iнтегровних на сегментi функцiй. Отримано оцiнки
для наближень.

Ключовi слова: модуль неперервностi, iнтеграл, функцiя.
Рассмотрены некоторые свойства интегрируемых на сегменте функций. Получе-

ны оценки для приближений.
Ключевые слова: модуль непрерывности, интеграл, функция.
The some properties of the integrable on the segment functions were considered in

this article. Estimates for approximation are obtained.
Key words: modulus of continuity, integral, function.

Нехай функцiя f належить простору Lp[a;b], p ≥ 1 i ωp(f, h) = ωp(f, [a; b], h)− ї ї
модуль неперервностi, тобто величена

ωp(f, h) = sup
0<u≤h

{ˆ b−h

a

|f(x+ h)− f(x)|pdx
}1/p

, 0 < h < 1.

Нарiвнi з модулем неперервностi ω(f, [a; b], h)p при умовi, що функцiя f визначена
на сегментi [a; 2b − a] (наприклад, функцiя перiодична з перiодом (b − a)),
розглядається модуль неперервностi

ω̃p(f, h) = ω̃p(f, [a; b], h) = sup
0<u≤h

{ˆ b

a

|f(x+ u)− f(x)|dx
}1/p

,

де 0 < h ≤ b− a.
Очевидно, що ωp(f, h) ≤ ω̃p(f, h) i iснують функцiї, для яких ωp(f, h) прямує

до нуля, коли h→ 0, швидше ω̃p(f, h). Наприклад, нехай f(x) = 1, якщо x ∈ [0, 1],
i f(x) = 0, якщо x ∈ (0, 2]. Тодi ωp(f, h) = 0, а ω̃p(f, h) = h1/p.

Через Hω
p позначимо клас функций, що визначенi на сегментi [a; b] i для яких

ωp(f, h) ≤ ω(h), де ω(h)− деякий модуль неперервностi. В роботi для функцiй
iз класу Hω

1 одержано оцiнки норм ||f ||1 i величин 1
h

´ a+h

a
f(u)du, де [a; a + h] ⊂

[−1; 1]. Цi оцiнки дозволили узагальнити деяки теореми про наближення функцiй
алгебраїчними полiномами у середньому. Доказани твердження про продовження
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функцiй iз класу Hω
1 i установлено зв’язок мiж модулями неперервностi ωp(f, h) i

ω̃p(f, h).
Нехай xk = −1 + k/n; k = 0, 1, . . . , 2n, Ln,k ≡ Ln,k(f) = = n

´ xk
xk−1

f(x)dx, k =

1, 2, . . . , 2n, Ln(f ;x) = Ln,k, x ∈ [xk−1;xk).

Лема 1 [1, теорема 2]. Нехай f ∈ Hω
p . Тодi

2n−1∑
k=1

|Ln,k+1 − Ln,k|p ≤ nωpp(f ; 1/n). (1)

Доведення. Застосуємо нерiвнiсть Гельдера, якщо p > 1, i одержимо
2n−1∑
k=1

|Ln,k+1 − Ln,k|p = np
2n−2∑
k=0

∣∣∣∣∣
ˆ xk+2/n

xk+1/n

f(x)dx−
ˆ xk+1/n

xk

f(x)dx

∣∣∣∣∣
p

=

= np
2n−2∑
k=0

|
ˆ xk+1

xk

[f(x+ 1/n)− f(x)]dx|p ≤

≤ n
2n−2∑
k=0

|
ˆ xk+1

xk

|f(x+ 1/n)− f(x)|pdx ≤ nωp(f ; 1/n)p.

Лема доведена.

Лема 2. [2] Нехай функцiя f ∈ Lp[a,b], ∞ < a < b <∞ Тодi
ˆ b

a

ˆ b

a

|f(x)− f(u)|pdxdu ≤ 2

ˆ b−a

0

ˆ b−ξ

a

|f(y + ξ)− f(y)|pdydξ, (2)

зокрема ˆ b

a

ˆ b

a

|f(x)− f(u)|pdxdu ≤ 2

ˆ b−a

0

ωpp(f, [a; b], ξ)dξ.

Лема 3.[1, 3] Для будь-якої функцiї f ∈ Lp[−1,1] має мiсце нерiвнiсть

ˆ 1

−1

|f(x)− Ln(f ;x)|pdx ≤ 2n
2n−1∑
k=0

ˆ 1/n

0

ˆ ak+1−ξ

ak

|f(y + ξ)− f(y)|pdydξ,

зокрема,
ˆ 1

−1

|f(x)− Ln(f ;x)|pdx ≤ 2n

ˆ 1/n

0

ωpp(f, ξ)dξ ≤ 2ωpp(f, 1/n). (3)

Доведення. Використовуючи означення функцiї Ln(f ;x), нерiвнiсть Гельдера,
якщо p ≥ 1, i нерiвнiсть (2), одержимо:

ˆ 1

−1

|f(x)− Ln(f ;x)|pdx ≤
n−1∑
k=0

ˆ ak+1

ak

|f(x)− n
ˆ ak+1

ak

f(y)dy|pdx =
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=
n−1∑
k=0

ˆ ak+1

ak

np|
ˆ ak+1

ak

[f(x)− f(y)]dy|pdx ≤

≤ n
n−1∑
k=0

ˆ ak+1

ak

ˆ ak+1

ak

|f(x)− f(y)|pdydx ≤

≤ 2n
n−1∑
k=0

ˆ 1/n

0

ˆ ak+1−ξ

ak

|f(y + ξ)− f(y)|pdydξ ≤

≤ 2n

ˆ 1/n

0

[
n−2∑
k=0

ˆ ak+1

ak

|f(y + ξ)− f(y)|pdy +

ˆ 1−ξ

an−1

|f(y + ξ)− f(y)|pdy]dξ ≤

≤ 2n

ˆ 1/n

0

ωpp(f, ξ)dξ ≤ 2ωpp(f, 1/n).

Нерiвнiсть (3) з константой 4p (замiсть 2) одержано в [3].
Лема доведена.

Теорема 1. Для будь-якої функцiї f ∈ Hω
1 , що у середньому дорiвнює нулю i

для будь-якого натурального n ≥ 2 має мiсце нерiвнiсть

||f ||1 ≤ 3nω(f, 1/n) ≤ 3nω(1/n). (4)

Доведення. Нехай Ln,k2(f) = max1≤k≤2n Ln, k(f), Ln,k1(f) =
min1≤k≤2n Ln, k(f). Оскiльки функцiї f середньому дорiвнює нулю, то Ln,k2(f) ≥ 0,
а Ln,k1(f) ≤ 0. Припусттивши, що k2 > k1 i використовуючи означення чисел
Ln,k2(f) i Ln,k1(f), тотожнiсть

Ln,k2(f) =

k2−1∑
k=k1

(Ln,k+1 − Ln,k) + Ln,k1 .

i нерiвнiсть (1), одержимо

||Ln(f)||1 ≤ 2(Ln,k2(f)− Ln,k1) =

= 2

k2−1∑
k=k1

(Ln,k+1 − Ln,k) ≤ 2

k2−1∑
k=k1

|Ln,k+1 − Ln,k| ≤

≤ 2nω(f ; 1/n)1 ≤ 2nω(1/n).

Якщо k1 > k2 мiркування анологiчне. Iз леми 3 i одержаних нерiвностей маємо

||f ||1 ≤ ||Ln(f)||1 + ||f − Ln(f)||1 ≤ 2nω(f, 1/n) + 2ω(f, 1/n).

Зокрема, якщо n ≥ 2,
||f ||1 ≤ 3nω(f, 1/n).
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Теорема доведена.

Лема 4. Нехай функцiя f(x) iнтегровна на сегментi [−1; 1], n− натуральне
число бiльше або дорiвнює 3. Iснує сегмент [xi, xi+1]], такий, що

2n

ˆ xi+1

xi

|f(t)|dt ≤ ||f ||1,

тобто Lh,i+1(f) ≤ Lh,i+1(|f |) ≤ 1
2
||f ||1.

Доведення. Оскiльки

‖f‖1 =
2n−1∑
j=0

ˆ xj+1

xj

|f(x)|dx,

то знайдеться сегмент [xi, xi+1], такий, що

2n

ˆ xi+1

xi

|f(t)|dt ≤ ||f ||1.

Лема доведена.

Теорема 2. Для будь-якої функцiї f ∈ Hω
1 , що у середньому дорiвнює нулю i

для будь-якого натурального s ≤ 2n має мiсце нерiвнiсть

|Ln,s| ≤ nω(f ; 1/n)1 + ||f ||1.

Доведення. Очевидно, що для будь-якого натурального s ≤ 2n

Ln,s =
s−1∑
j=k

(Ln,j+1 − Ln,j) + Ln,k.

Вiзьмемо k рiвним i+ 1, де i визначено в лемi 4 i застосуємо лему 1:

|Ln,s| ≤
s−1∑

j=i0+1

|Ln,j+1 − Ln,j|+ Ln,i+1 ≤

≤
s−1∑
j=1

|Ln,j+1 − Ln,j|+ ||f ||1 ≤ nω(f ; 1/n)1 + ||f ||1.

Теорема доведена.
Iз нерiвностi (4 ) i теореми 2, якщо n ≥ 2, випливає оцiнка

|Ln,s| ≤ 4nω(f ; 1/n) ≤ 4nω(1/n). (5)
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Теорема 3. Якщо f ∈ Hω
1 , i у середньому дорiвнює нулю, де ω(t)/t не зростає,

то має мiсце нерiвнiсть ˆ 1

1−n−2

|Ln2,2n2(f)|
ω(
√

1− x/n)
dx ≤ 8.

Доведення. Оскiльки для x ∈ [1− n−2; 1] виконується нерiвнiсть
√

1− x/n ≤
1/n2 i ω(t)/t не зростає, то для x ∈ [1− n−2; 1] має мiсце нерiвнiсть

ω(
√

1− x/n)√
1− x/n

≥ ω(1/n2)

1/n2
.

Отже
|Ln2,2n2(f)|
ω(
√

1− x/n)
≤

|Ln2,2n2(f)|
nω(1/n2)

√
1− x

З останньої нерiвностi i нерiвностi (5), у якої замiсть n треба взяти n2 а s = 2n2,
випливає ˆ 1

1−n−2

|Ln2,2n2(f)|
ω(
√

1− x/n)
dx ≤ 4

ˆ 1

1−n−2

n2ω(1/n2)dx

nω(1/n2)
√

1− x
=

= 4n

ˆ 1

1−n−2

dx√
1− x

≤ 8.

Теорема доведена.
Зауваження 1. Вiдомо [4], що якщо функцiя ω(t) є модулем неперервностi,

то функцiя

ω?(t) = t inf
0≤x≤t

ω(x)

x

теж є модулем неперервностi, ω
?(t)
t

не зростає i мають мiсце нерiвностi :

ω?(t) ≤ ω(t) ≤ 2ω?(t). (6)

Завдяки нерiвностям (6) модулi неперервностi ω(t) i ω?(t) мають один i той же
порядок прямування до нуля. Тому у задачах, у яких необхiдно знайти порядок
прямування до нуля деякiй величини, що залежить вiд порядка прямування до
нуля модуля неперервностi ω(t), можливо вважати, що ω(t)

t
не зростає. Отже умова

у теоремi 3: ′′ ω(t)
t

не зростає” не є обмеженням.

Теорема 4. Якщо f ∈ Hω
1 , i у середньому дорiвнює нулю, де ω(t)/t не зростає

i виконується умова
ω(mt) ≤ Cγm

γω(t), (7)

де 0 < t ≤ m ≤ 1, а γ, Cγ− деякi додатнi константи,то має мiсце нерiвнiсть

ˆ 1

1−n−2

|f(x)|
ω(
√

1− x2/n)
dx ≤ Cγ2

−γ/2

1− 2−γ/2
.
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Доведення. Нехай n = 2i+1. Використуємо монотоннiсть модуля неперервно-
стi ω(t) и нерiвнiсть (6).

ˆ 1

1−n−2

|f(x)|
ω(
√

1− x2/n)
dx ≤

∞∑
k=2(i+1)

ˆ 1−1/2k+1

1−1/2k

|f(x)|
ω(
√

1− x/n)
dx ≤

≤
∞∑

k=2(i+1)

ˆ 1−1/2k+1

1−1/2k

|f(x)|
ω(1/(n · 2(k+1)/2))

dx ≤

≤
∞∑

k=2(i+1)

1

ω(1/(n · 2(k+1)/2))

ˆ 1−1/2k+1

1−1/2k
|f(x)|dx ≤

≤
∞∑

k=2(i+1)

1

ω(1/(n · 2(k+1)/2))
2−k−1L2k+1,2k+2−1(|f |) ≤

≤
∞∑

k=2(i+1)

4

ω(1/(n · 2(k+1)/2))
(ω(|f |; 2−k−1) + ||f ||2−k−1) ≤

≤
∞∑

k=2(i+1)

4

ω(1/(n · 2(k+1)/2))
ω(n2(−k−1)/2 · 1/(n · 2(k+1)/2)).

Використовуючи умову (7), оцiнемо суму:

∞∑
k=2(i+1)

4

ω(1/(n · 2(k+1)/2))
ω(n2(−k−1)/2 · 1/(n · 2(k+1)/2)) ≤

≤ Cγ

∞∑
k=2(i+1)

(n2/2(k+1))γ/2

ω(1/(n · 2(k+1)/2)
ω(1/(n · 2(k+1)/2) =

= Cγ

∞∑
k=2(i+1)

(n2/2(k+1))γ/2.

Одержана сума спадаючої геометричної прогресiї, перший член якої дорiвнює
2(i+1)γ · 2−(i+1+1/2)γ = 2−γ/2, а знаменик q = 2−γ/2.Отже

ˆ 1

1−n−2

|f(x)|
ω(
√

1− x2/n)
dx ≤ Cγ2

−γ/2

1− 2−γ/2
.

Теорема доведена.
Зауваження 2. Умову (7), наприклад, задовольняють наступнi функцiї:

ω(t) =
= tα, α ∈ (0; 1], t ≥ 0, ω(t) = tα ln e

t
, t ∈ [0; 1], α ∈ (0; 1], та iншi. Зокрема має мiсце

теорема.
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Теорема 5. Якщо α ∈ (0; 1), функцiя ν(u), що диференцiйвна на [0; 1], не
спадає, i виконується нерiвнiсть

ν ′(u) ≤ αν(u)

u
, (8)

то функцiя

ω(t) =

ˆ t

0

ν(u)

uα
du, t ∈ [0; 1] (9)

є модулем неперервностi i задовольняє нерiвнiсть (7), де γ = 1− α, Cγ = 1.
Доведення. Нехай функцiя ω(t) зображена рiвностю (9). Тодi майже скрiзь

на iнтервалi (0; 1) iснує похiдна

ω′(t) =
ν(t)

tα
,

яка завдяки нерiвностi (8) не зростає, це означає, що функцiя ω(t), що
визначається рiвнiстю (9) опукла, отже є модулем неперервностi. Розгляемо
ω(mt) :

ω(mt) =

ˆ mt

0

ν(u)

uα
du.

Зробемо у iнтегралi замiну змiнної u = mx. Маємо du = mdx, i оскiльки функцiя
ν(u) не спадає i m ∈ (0; 1), одержемо нерiвнiсть ν(mu) ≤ ν(u). Отже

ω(mt) = m1−α
ˆ t

0

ν(mu)

uα
≤ m1−α

ˆ t

0

ν(u)

uα
du = m1−αω(t).

Зауваження 3. Якщо опуклий модуль неперервностi ω(t) має абсолютно
неперервну похiдну i при деякому α ∈ (0; 1) функцiя tαω′(t) не спадає, то ω(t)
можливо зобразити у виглядi (9), поклавши ν(t) = tαω′(t). При цьому нерiвнiсть
(8) випливає з опуклостi функцiї ω(t). Оскiльки функцiя tαω′(t) не спадає то

ω(mt) =

ˆ mt

0

ω′(u)du =

ˆ mt

0

ω′(u)uα

uα
du =

=

ˆ t

0

ω′(mx)(mx)α

(mx)α
mdx ≤ m1−α

ˆ t

0

ω′(x)xα

xα
dx =

= m1−α
ˆ t

0

ω′(x)dx = m1−αω(t).

Зауваження 4. Iз (6) випливає, що якщо модуль неперервностi ω(t)
задовольняє нерiвнiсть (7), то ω?(t) теж задовольняє нерiвнiсть (7). Дiйсно

ω?(mt) ≤ ω(mt) ≤ Cγm
γω(t) ≤ 2Cγm

γω?(t).
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Iз теорем 3 i 4 випливає наступне твердження:
Теорема 6. Для довiльної функцiї f ∈ Hω

1 , де модуль неперервностi ω(t),
такий, що ω(t)

t
не зростає i задовольняє нерiвнiсть (7), iснує константа Cγ

i послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв Pn(x) степеня n такi, що виконується
нерiвнiсть

1ˆ

−1

∣∣∣∣∣ f(x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n

)∣∣∣∣∣ dx ≤ Cγ lnn. (10)

Для модуля неперервностi ω(t) = tα цей результат одержено в роботi [5]. В [6]
доведена наступна теорема.

Теорема 7. Нехай функцiя f ∈ Hω
1 , де модуль неперервностi ω(t), такий, що

ω(t)
t

не зростає. Тодi iснує константа C i послiдовнiсть алгебраїчних полiномiв
Pn(x) степеня n такi, що виконується нерiвнiсть

1ˆ

−1

∣∣∣∣∣ f(x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n

+ 1
n2

)∣∣∣∣∣ dx ≤ C lnn. (11)

Для модуля неперервностi ω(t) = tα цей результат одержено в роботi [1]. Щоб
довести теорему 6 достатньо показати, що для функции f ∈ Hω

1 , де модуль
неперервностi ω(t), такий, що ω(t)

t
не зростає i задовольняє нерiвнiсть (7), i

послiдовностi алгебраїчних полiномiв Pn(x), iснування яких доведено в теоремi
7, виконується нерiвнiсть(ˆ −1+ 1

n2

−1

+

ˆ 1

1− 1
n2

)∣∣∣∣∣ f(x)− Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n

)∣∣∣∣∣ dx ≤ Cγ. (12)

Iз теореми 4, за указаними умовами до модуля неперервностi ω(t), випливає
ˆ 1

1−n−2

|f(x)|
ω(
√

1− x2/n)
dx ≤ Cγ2

−γ/2

1− 2−γ/2
,

де константа γ визначається умовою (7). Аналогiчно одержемо оцiнку iнтеграла
по сегменту [−1;−1 + 1/n2]. Iз теореми 3 випливає оцiнка(ˆ −1+ 1

n2

−1

+

ˆ 1

1− 1
n2

)∣∣∣∣∣ Pn(x)

ω
(√

1− x2 1
n

)∣∣∣∣∣ dx ≤ Cγ.

В наступних твердженнях розглянемо продовження функцiй iз класу Hω
1 i

установимо зв’язок мiж модулями неперервностi ωp(f, h) i ω̃p(f, h).

Теорема 8. Нехай функцiя f ∈ L[0,a] i

F (x) =

{
f(x), якщо x ∈ [0; a],

f(2a− x), якщо x ∈ (a; 2a).
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Тодi
ωp(f, [0; a], h) ≤ ω̃p(F, [0; a], h) ≤ Cωp(f, [0; a], h).

Доведення. Завдяки означенню функции F (x) и модулiв неперервностi перша
iз нерiвностей очевидна. Щоб довести другу, покладемо

F1(x) =

{
F (x), якщо x ∈ [0; a− h] ∪ [a+ h; 2a],
1
h

´
a−h F (u)du, якщо x ∈ (a− h; a+ h).

Внаслiдок рiвностi
F (x) = F1(x) + F (x)− F1(x)

маємо
ω̃p(F, h) ≤ ω̃p(F1, h) + ω̃p(F − F1, h).

Очевидно, що

ω̃p(F − F1, h) = sup
0<u≤h

{
ˆ a

0

|F (x+ u)− F1(x+ u)− F (x) + F1(x)|pdx}1/p ≤

≤ sup
0<u≤h

({
ˆ a

0

|F (x+ u)− F1(x+ u)|pdx}1/p + {
ˆ a

0

|F (x)− F1(x)|pdx}1/p) =

= sup
0<u≤h

({
ˆ a+u

u

|F (x)− F1(x)|pdx}1/p + {
ˆ a

0

|F (x)− F1(x)|pdx}1/p).

Розглянемо перший доданок у двох випадках. Перший випадок: u ≤ a−h, Тодi

{
ˆ a+u

u

|F (x)− F1(x)|pdx}1/p = {
ˆ a−h

u

|F (x)− F1(x)|pdx}1/p+

+{
ˆ a

a−h
|F (x)− F1(x)|pdx}1/p + {

ˆ a+u

a

|F (x)− F1(x)|pdx}1/p.

Оскiльки F (x) − F1(x), якщо x ∈ [0, a − h), то перший доданок дорiвнює нулю,
а завдяки симметричностi функции F (x) − F1(x) относительно точки a, другий i
третiй iнтеграли збiгаються. Таким чином в цьому випадку

ω̃p(F − F1, h) ≤ 3

ˆ a

a−h
|F (x)− F1(x)|pdx}1/p.

Нехай тепер u > a − h. Використовуючи симетричность функцiї F (x) − F1(x)
вiдносно о точки a, нерiвнiсть u ≤ h i включення (u; a+u) ⊂ (a−h; a+h) одержимо:

{
ˆ a+u

u

|F (x)− F1(x)|pdx}1/p ≤ {
ˆ a+h

a−h
|F (x)− F1(x)|pdx}1/p =
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= 2{
ˆ a

a−h
|F (x)− F1(x)|pdx}1/p

Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, якщо p > 1, умову 0 ≤ u ≤ h i лему 3 маємо

ω∗p(F − F1, h) ≤ 3{
ˆ a

a−h
|F (x)− F1(x)|pdx}1/p =

= 3{
ˆ a

a−h
|1
h

ˆ a

a−h
[F (x)− F (u)]du|pdx}1/p ≤

≤ 3h−1/p{
ˆ a

a−h

ˆ a

a−h
|f(x)− f(u)|pdxdu}1/p ≤

≤ 3h−1/p21/p{
ˆ h

0

ωpp(f, a− h, a, y)dy}1/p ≤

≤ 3 · 21/pωp(f, a− h, a, h) ≤ 3 · 21/pωp(f, 0, a, h).

Оценимо ω̃p(F1, h).

ω̃p(F1, h) = sup
0<u≤h

{
ˆ a

0

|F1(x+ u)− F1(x)|pdx}1/p =

= sup
0<u≤h

{
ˆ a−u

0

|F1(x+ u)− F1(x)|pdx+

ˆ a

a−u
|F1(x+ u)− F1(x)|pdx}1/p =

= sup
0<u≤h

{
ˆ a−u

0

|f(x+ u)− f(x)|pdx}1/p = ωp(f, 0, a, h),

оскiльки для x ∈ (0, a − u) : F1(x + u) = f(x + u) i F1(x) = f(x), а для x ∈
(a− u, a) : F1(x+ u)− F1(x) = 0.

Теорема доведена.

Теорема 9. Має мiсце нерiвнiсть

ωp(F, [0; 2a], h) ≤
√

2ω̃p(F, [0; a], h),

де

F (x) =

{
f(x), якщо x ∈ [0; a],

f(2a− x), якщо x ∈ (a; 2a].

Доведення.

ωpp(F, [0; 2a], h) = sup
0<u≤h

ˆ 2a−u

0

|F (x+ u)− F (x)|pdx =

= sup
0<u≤h

{
ˆ a

0

|F (x+ u)− F (x)|pdx+

ˆ 2a−u

a

|F (x+ u)− F (x)|pdx} =

66



ВЛАСТИВОСТI I НАБЛИЖЕННЯ IНТЕГРОВАНИХ ФУНКЦIЙ

= sup
0<u≤h

{
ˆ a

0

|F (x+ u)− F (x)|pdx+

ˆ 2a−u

a

|f(2a− x− u)− f(2a− x)|pdx} =

= sup
0<u≤h

{
ˆ a

0

|F (x+ u)− F (x)|pdx−
ˆ u

a

|f(y − u)− f(y)|pdy} =

= sup
0<u≤h

{
ˆ a

0

|F (x+ u)− F (x)|pdx+

ˆ a−u

0

|f(y + u)− f(y)|pdy} ≤

≤ sup
0<u≤h

2

ˆ a

0

|F (x+ u)− F (x)|pdx = 2ω̃p(F, [0; a], h)p.

Теорема доведена.
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