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Неравенства разных метрик для норм
дифференцируемых функций на оси.

Доказаны точные неравенства разных метрик для норм ‖x‖p, δ дифференцируе-
мых функций на оси, тригонометрических полиномов и периодических сплайнов.
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Доведенi точнi нерiвностi рiзних метрик для норм ‖x‖p, δ диференцiйовних
функцiй на осi, тригонометричних полiномiв та перiодичних сплайнiв.
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We prove sharp inequalities of various metrics for the norms ‖x‖p, δ of differentiable
functions defined on the real line, trigonometric polynomials and periodic splines.

Key words: Inequalities of various metrics, trigonometric polynomials, splines.
MSC2010: Pri 26D10, Sec 46E30, 26D05
1. Вспомогательные сведения. Пусть G = R, G = [a, b] или G = I2π−

отрезок [0, 2π] с отождествленными концами. Будем рассматривать пространства
Lp(G), 0 < p ≤ ∞, всех измеримых функций x : G → R, для которых величина
‖x‖Lp(G) конечна, где

‖x‖Lp(G) :=

(ˆ
G

|x(t)|p dt
)1/p

, если 0 < p <∞,

‖x‖Lp(G) := vrai sup
t∈G
|x(t)|, если p =∞.

Для r ∈ N через Lr∞ обозначим пространство всех функций x ∈ L∞(R),
имеющих локально абсолютно непрерывные производные до (r − 1)-го порядка,
причем x(r) ∈ L∞(R).

Символом ϕr(t), r ∈ N, обозначим r-й 2π-периодический интеграл с нулевым
средним значением на периоде от функции ϕ0 (t) = sgn sin t и для λ > 0 положим
ϕλ,r (t) := λ−rϕr (λt).

Пусть далее p, δ > 0. Рассмотрим норму

‖x‖p, δ := sup{‖x‖Lp[a,b] : a, b ∈ R , b− a ≤ δ} (1)

и введем следующий класс функций

F r
p (λ) := {x ∈ Lr∞ : ‖x‖p, δ ≤ ‖ϕλ,r‖p, δ · ‖x(r)‖∞, δ ∈ (0, π/λ]}. (2)
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Примеры функций x ∈ F r
p (λ) приведены в леммах 2 и 3. В частности,

произвольная функция x ∈ Lr∞ при любом p > 0 принадлежит классу F r
p (λ) с

некоторым λ > 0, а любая функция x ∈ Lr∞(I2π), в среднем равная нулю на
периоде, принадлежит классу F r

p (1) при p ≥ 1.
Через F̃ r

p (λ) обозначим класс функций x ∈ F r
p (λ), для которых при любом

δ ∈ (0, π/λ] каждая из точных верхних граней ‖x‖q, δ, q ∈ [p,∞], достигается на
некотором отрезке [α, β] (зависящем от q и δ). Примерами функций класса F̃ r

p (λ)
являются функции x ∈ F r

p (λ), обладающие одним из свойств:
1) x− периодическая функция (произвольного периода),
2) lim |t|→∞ x(t) = 0,
3) x ∈ Lp,∞ при p <∞,
4) x− финитная функция.

Лемма 1. Если функция x непрерывна на R, а точная верхняя грань в
определении (1) реализуется на отрезке [a, b], то [1]

|x(a)| = |x(b)|.

Для p > 0 положим [2]

L(x)p := sup
{
‖x‖Lp[a, b] : a, b ∈ R, |x(t)| > 0, t ∈ (a, b)

}
. (3)

Лемма 2. Пусть r ∈ N; p > 0. Если для функции x ∈ Lr∞ число λ выбрано
так, что

L(x)p ≤ L(ϕλ,r)p · ‖x(r)‖∞,

то x ∈ F r
p (λ) [3].

Лемма 3. Для любой функции x ∈ Lr∞(I2π), в среднем равной нулю на периоде,
при p ≥ 1 имеет место включение x ∈ F̃ r

p (1) [3].

2. Основные результаты. Для суммируемой на отрезке [a, b] функции x
cимволом r(x, t) обозначим перестановку функции |x| (см., например, [4, §1.3]).
При этом условимся, что r(x, t) = 0 для t > b− a.

Теорема 1. Пусть r ∈ N; q > p > 0; ε ∈ (0, π] . Тогда для любой функции
x ∈ F̃ r

p (1) имеет место неулучшаемое неравенство

‖x‖q, ε ≤
‖ϕr‖q, ε
‖ϕr‖αp, ε

‖x‖αp, ε · ‖x(r)‖1−α
∞ , (4)

где α = (r + 1/q)/(r + 1/p), а величина ‖x‖p, ε, определена равенством (1).
В частности, неравенство (4) имеет место при p ≥ 1 для любой функции

x ∈ Lr∞(I2π), в среднем равной нулю на периоде.
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Доказательство. Зафиксируем функцию x ∈ F̃ r
p (1). Ввиду однородности

неравенства (4) можно считать, что

‖x(r)‖∞ = 1. (5)

Выберем далее λ > 0 так, чтобы

‖x‖p, ε = ‖ϕλ, r‖p, ε/λ = λ−(r+1/p)‖ϕr‖p, ε. (6)

Из (5) и (6) ввиду включения x ∈ F r
p (1) следует, что

λ ≥ 1. (7)

Докажем неравенство
‖x‖q, ε ≤ ‖ϕλ, r‖q, ε/λ. (8)

В силу включения x ∈ F̃ r
p (1) существует отрезок [a, b], для которого

‖x‖q, ε = ‖x‖Lq [a, b]. (9)

Среди таких отрезков найдется отрезок длиной ε. Поэтому можно считать, что
b− a = ε. В силу леммы 1

|x(a)| = |x(b)|. (10)

Через x обозначим сужение функции x на отрезок [a, b], а через ϕλ,r− сужение
сплайна ϕλ,r на [m−Θ, m+Θ], где m− точка локального максимума сплайна ϕλ, r,
а 2Θ = ε/λ. Убедимся в том, что

‖x‖∞ ≤ ‖ϕλ,r‖∞. (11)

Предположим, что (11) не выполняется. Тогда существует такое ω ∈ (0, λ), для
которого

‖x‖∞ = ‖ϕω,r‖∞. (12)

Если µ− точка максимума сплайна ϕω,r, т. е.

‖ϕω,r‖∞ = ϕω,r(µ), (13)

то в силу (12) и определения класса F̃ r
p (1) существует такое τ ∈ R, что

‖x‖∞ = |x(µ+ τ)|. (14)

Заметим, что в силу равенств (5) и (12) функция x удовлетворяет условиям
теоремы сравнения Колмогорова [5]. Согласно этой теореме из соотношений (12)
– (14) вытекает неравенство

|x(t+ τ)| ≥ |ϕω,r(t)|, t ∈ (µ− π/(2ω), µ+ π/(2ω)).
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Из него, принимая во внимание (7) и включение ω ∈ (0, λ), получаем

‖x‖p, ε ≥ ‖x‖p, ε/λ ≥ ‖ϕω,r‖Lp[µ−ε/(2λ), µ+ε/(2λ)] = ‖ϕω,r‖p, ε/λ > ‖ϕλ,r‖p, ε/λ,

что противоречит (6). Неравенство (11) доказано.
Положим δ(t) := r(x, t)− r(ϕλ,r, t). Заметим, что из (11) следует оценка

δ(0) ≤ ‖x‖∞ − ‖ϕλ,r‖∞ ≤ 0. (15)

Пусть далее

A := min{|x(t)| : t ∈ [a, b]}, B := max{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.

Покажем, что разность δ(t) меняет знак на [0,∞) не более одного раза (с минуса
на плюс). Если B ≤ |ϕλ,r(m+ Θ)|, то это очевидно. Пусть B > |ϕλ,r(m+ Θ)|. Тогда
положим C = max{A, |ϕλ,r(m + Θ)|}. Ввиду (10) и (15) для любого z ∈ (C, B)
существуют точки

ti ∈ [a, b], i = 1, ...,m, m ≥ 2, yj ∈ [m−Θ, m+ Θ], j = 1, 2,

такие что
z = |x(ti)| = |ϕλ,r(yj)|. (16)

В силу (5) и (11) выполнены условия теоремы сравнения Колмогорова [5]. По этой
теореме для точек ti и yj, удовлетворяющих условию (16) выполнены неравенства

|x ′(ti)| ≤ |ϕ ′λ,r(yj)|.

Поэтому, если точки Θ1, Θ2 > 0 выбраны так, что

z = r(x, Θ1) = r(ϕ, Θ2),

то по теореме о производной перестановки (см., например, [4, предложение 1.3.2])

|r′(x, θ1)| =

[
m∑
i=1

|x′(ti)|−1

]−1

≤

[
2∑
j=1

|ϕ′(yj)|−1

]−1

= |r′(ϕ, θ2)|.

Отсюда следует, что разность δ(t) := r(x, t) − r(ϕ, t) меняет знак на [0,∞) не
более одного раза (с минуса на плюс). То же самое верно и для разности δp(t) :=
rp(x, t)− rp(ϕ, t). Рассмотрим интеграл

Ip(ξ) :=

ξˆ

0

δp(t)dt.

Ясно, что Ip(0) = 0 и для ξ ≥ ε в силу условия (6) имеем

Ip(ξ) ≤ ‖x‖p, ε − ‖ϕλ,r‖p, ε/λ = 0.
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Кроме того, производная I ′p(t) = δp(t) меняет знак не более одного раза (с минуса
на плюс). Таким образом, Ip(ξ) ≤ 0 для всех ξ ≥ 0, т. е.

ˆ ξ

0

rp(x, t)dt ≤
ˆ ξ

0

rp(ϕλ,r, t)dt, ξ > 0.

Из этого неравенства в силу теоремы Харди - Литлвуда - Полиа (см., например,
[4, предложение 1.3.11]) следует, что

‖x‖Lq [a, b] ≤ ‖ϕλ,r‖Lq [m−Θ,m+Θ] = ‖ϕλ,r‖q, ε/λ.

Отсюда ввиду (9) сразу следует (8). Применяя (8) и (6), а также учитывая
определение α, получим оценку

‖x‖q, ε
‖x‖αp, ε

≤
‖ϕλ,r‖q, ε/λ
‖ϕλ,r‖αp, ε/λ

=
λ−(r+1/q)‖ϕr‖q, ε

[λ−(r+1/p)‖ϕr‖p, ε]α
=
‖ϕr‖q, ε
‖ϕr‖αp, ε

.

Из этой оценки ввиду (5) следует доказываемое неравенство (4) для функций
x ∈ F̃ r

p (1). Ясно, что (4) обращается в равенство для x(t) = ϕr(t).
Осталось заметить, что выполнение неравенства (4) при p ≥ 1 для функций

x ∈ Lr∞(I2π), в среднем равных нулю на периоде, следует из леммы 3.
Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть r ∈ N; q > p > 0. Тогда для любой функции x ∈ F̃ r
p (1) и

любого отрезка [a, b] ∈ R с длиной кратной числу π, имеет место неулучшаемое
неравенство 1

b− a

bˆ

a

|x(t)|qdt

1/q

≤

 1

π

πˆ

0

|ϕr(t)|qdt

1/q (
‖x‖p, π
‖ϕr‖p, π

)α
· ‖x(r)‖1−α

∞ , (17)

где α = (r + 1/q)/(r + 1/p), а величина ‖x‖p, π определена равенством (1).
В частности, для любой функции x ∈ Lr∞(I2π), в среднем равной нулю на

периоде, при p ≥ 1 выполнено неравенство

‖x‖Lq(I2π) ≤ ‖ϕr‖Lq(I2π)

(
‖x‖p, π
‖ϕr‖p, π

)α
· ‖x(r)‖1−α

∞ . (18)

Доказательство. Зафиксируем функцию x ∈ F̃ r
p (1). Ввиду однородности

неравенства (17) можно считать, что

‖x(r)‖∞ = 1. (19)

Выберем далее λ > 0 так, чтобы

‖x‖p, π = ‖ϕλ, r‖p, π/λ = λ−(r+1/p)‖ϕr‖p, π. (20)
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При доказательстве теоремы 1 было установлено, что из (19) и (20) следует
неравенство

‖x‖q, π ≤ ‖ϕλ, r‖q, π/λ. (21)

По условию b− a = nπ с некоторым n ∈ N. Поэтому вследствие (21) имеем

‖x‖qLq [a, b] ≤ n‖ϕλ, r‖qq, π/λ. (22)

Из (22) и (20), учитывая определение α и равенство b− a = nπ, получаем

(
1
b−a

b́

a

|x(t)|qdt
)1/q

‖x‖αp, ε
≤

(
1
π

π/λ´
0

|ϕλ, r(t)|qdt

)1/q

‖ϕλ, r‖αp, π/λ
=

=

λ−(r+1/q)

(
1
π

π́

0

|ϕr(t)|qdt
)1/q

(λ−(r+1/p)‖ϕr‖p, π)
α =

(
1
π

π́

0

|ϕr(t)|qdt
)1/q

‖ϕr‖αp, π
.

Из этой оценки ввиду (19) следует доказываемое неравенство (17). Оно обращается
в равенство для функции x(t) = ϕr(t).

Выполнение неравенства (18) при p ≥ 1 для функций x ∈ Lr∞(I2π), в среднем
равных нулю на периоде, следует из (17) и леммы 3. Теорема 2 доказана.

Хорошо известно (см., например, [7]), что для функции x, такой что x ∈ Lq[a, b]
при любых a, b ∈ R, существует предел

lim
∆→∞

sup
a∈R

 1

∆

a+∆ˆ

a

|x (t)|q dt

1/q

=: ‖x‖Wq . (23)

Функционал ‖x‖Wq используется при определении почти периодических в
смысле Вейля функций [8]. Отметим, что неравенства для производных в
пространствах Вейля изучались в работах [9], [10], [11].

Полагая в неравенстве (17) b − a = 2πn, n ∈ N, и переходя к пределу при
n→∞, получаем следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть r ∈ N; q > p > 0. Тогда для любой функции x ∈ F̃ r
p (1)

имеет место неулучшаемое неравенство

‖x‖Wq ≤

 1

π

πˆ

0

|ϕr(t)|qdt

1/q (
‖x‖p, π
‖ϕr‖p, π

)α
· ‖x(r)‖1−α

∞ , (24)

где α = (r + 1/q)/(r + 1/p), а величины ‖x‖Wq и ‖x‖p, π определены равенствами
(23) и (1) соответственно.
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Замечание. Для 2π-периодических функций класса F r
p (1) неравенство (24)

трансформируется в неравенство (18).
Пусть n, r ∈ N. Через Tn обозначим пространство тригонометрических

полиномов порядка не выше n, а символом Sn,r− пространство 2π-периодических
сплайнов порядка r дефекта 1 с узлами в точках kπ/n, k ∈ Z.

Теорема 4. Пусть r ∈ N; q > p ≥ 1. Для любого тригонометрического
полинома T ∈ Tn, в среднем равного нулю на периоде, имеет место неулучшаемое
на классе

⋃
n∈N

Tn неравенство

‖T‖Lq(I2π) ≤ n
1
p
− 1
q ·
‖ cos(·)‖Lq(I2π)

‖ cos(·)‖Lp(I2π)

· 21/p ‖T‖p, π , (25)

а для любого сплайна s ∈ Sn,r, в среднем равного нулю на периоде, имеет место
неулучшаемое на классе

⋃
n∈N

Sn,r неравенство

‖s‖Lq(I2π) ≤ n
1
p
− 1
q ·
‖ϕr‖Lq(I2π)

‖ϕr‖Lp(I2π)

· 21/p ‖s‖p, π . (26)

Доказательство. Зафиксируем полином T ∈ Tn, в среднем равный нулю на
периоде, и применим к нему неравенство (18):

‖T‖Lq(I2π) ≤ ‖ϕr‖Lq(I2π)

(
‖T‖p, π
‖ϕr‖p, π

)α
· ‖T (r)‖1−α

∞ ,

где α = (r + 1/q)/(r + 1/p). Применяя далее неравенство Бернштейна

‖T (r)‖∞ ≤ nr‖T‖∞ ,

а затем переходя к пределу при r →∞, и учитывая, что при этом

‖ϕr‖Lp(I2π) →
4

π
‖ cos(·)‖Lp(I2π) , p > 0 ,

получим (25). Ясно, что (25) обращается в равенство для полинома T (t) = cos t.
Докажем (26). Зафиксируем сплайн s ∈ Sn,r, в среднем равный нулю на

периоде, и применим к нему неравенство (18):

‖s‖Lq(I2π) ≤ ‖ϕr‖Lq(I2π)

(
‖s‖p, π
‖ϕr‖p, π

)α
· ‖s(r)‖1−α

∞ ,

где α = (r + 1/q)/(r + 1/p). Применяя далее неравенство (см. [6, стр. 477])

‖s(r)‖∞ ≤ nr+1/p ‖s‖Lp(I2π)

‖ϕr‖Lp(I2π)

,
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и учитывая, что ‖s‖Lp(I2π) ≤ 21/p‖s‖p, π , получим (26). Ясно, что (26) обращается
в равенство для сплайна s(t) = ϕr(t).
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